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1 Grundlagen

Das regelmaBige Fiinfeck

Satz 1

Fiir ein regelméfiges Fiinfeck mit Seitenldnge a gelten folgende Formeln:

Hohe

h= g\/5+2\/5

Umbkreisradius

r= 1%\/10(5+ Vv5)

Flacheninhalt

:

a?
A= —\/5(5+2V5)

Regelméfiges Fiinfeck mit Hohe und Umkreis



Die eulersche Polyederformel

Satz 2

Fiir die Anzahlen der Ecken (e), der Fliachen (f) und der Kanten (k) eines
beliebigen konvexen Polyeders gilt folgende Beziehung:

Eulersche Polyederformel
le+f=k+2]

Bemerkung: Der Begriff Polyeder (Vielflichner) bezeichnet einen Korper, der von Viel-
ecken (Polygonen) begrenzt wird. Konver bedeutet, dass eine beliebige Verbindungs-
strecke von zwei Punkten des Polyeders stets vollstdndig innerhalb des Polyeders liegen
muss. Alle Ecken miissen also nach aufsen gerichtet sein.

2 Definition und einfache Eigenschaften

Definition 3

Ein Dodekaeder (von griechisch dodekéedron fir Zwolfflichner) ist ein
konvexes Polyeder, das von kongruenten regelméfigen Fiinfecken begrenzt
wird, wobei in jeder Ecke drei Flachen zusammentreffen.

Bemerkung 1: Zur Unterscheidung von anderen zwolflachigen Polyedern miisste man
eigentlich vom regelméifsigen Dodekaeder sprechen. Der Zusatz ,regelméfig* wird hier
aus Griinden der Bequemlichkeit weggelassen.

Bemerkung 2: Diese Definition entspricht dem Schléfli-Symbol {5, 3}.

Bemerkung 3: Grundsétzlich wire es denkbar, dass ein Korper mit den geforderten
Eigenschaften gar nicht existiert. Mit den spédter angegebenen kartesischen Koordinaten
(Satz 7) lasst sich die Existenz eines Dodekaeders beweisen.

Bemerkung 4: Zwei verschiedene Dodekaeder sind in jedem Fall zueinander &hnlich.
Daher spricht man héufig von dem Dodekaeder, als ob es nur ein einziges gébe.

Bemerkung 5: Das Dodekaeder gehort — zusammen mit dem regelméfigen Tetraeder,
dem Hexaeder (Wiirfel), dem Oktaeder und dem Ikosaeder — zu den fiinf platonischen
Korpern.



Satz 4
Jedes Dodekaeder besitzt 20 Ecken, 30 Kanten und 12 Flachen.

Beweis (nach [2]): Ist e die Anzahl der Ecken, so ldsst sich auch die Zahl der Fldchen
(f) durch e ausdriicken. Wiirde man einfach die Eckenzahl mit der Zahl der Fldchen pro
Ecke multiplizieren (e-3), so wiirde man jede Fliche fiinffach zéhlen, da jede Fliche fiinf
Ecken enthélt. Daher muss man noch durch 5 dividieren. Fiir die Zahl der Flachen ergibt
sich folglich f = Ze.

Eine entsprechende Uberlegung ist fiir die Zahl der Kanten (k) moglich. Da eine Kante
zwei Ecken enthélt und in jeder Ecke drei Kanten zusammentreffen, muss k£ = 2e gelten.

Setzt man die gefundenen Rechenausdriicke in die eulersche Polyederformel e+ f = k+2
(siehe Satz 2) ein, so erhdlt man:

et+ie = 3e+2
e = 2
e = 20

Aus diesem Ergebnis folgt nun sofort:

<20 =12
-20 =30
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3 Symmetrieeigenschaften

Satz 5

Ebenensymmetrie: Ein Dodekaeder hat 15 Symmetrieebenen. Jede
Symmetrieebene enthélt zwei gegeniiberliegende Kanten und die Sym-
metrieachsen von vier Fiinfecksflichen. Auf einer Symmetrieebene liegen
daher stets vier Ecken, vier Kantenmittelpunkte und vier Flachenmittel-
punkte.

Drehsymmetrie: Ein Dodekaeder besitzt

e 6 fiinfzdhlige Drehachsen (jeweils durch die Mittelpunkte zweier
gegeniiberliegender Fldchen),

e 10 dreizéhlige Drehachsen (jeweils durch zwei gegeniiberliegende
Ecken) und

e 15 zweizéhlige Drehachsen (jeweils durch die Mittelpunkte zweier
gegeniiberliegender Kanten).

Punktsymmetrie: Ein Dodekaeder ist punktsymmetrisch.

Bemerkung: Es gibt insgesamt 120 (gleichsinnige oder ungleichsinnige) Kongruenzab-
bildungen (Isometrien), die das Dodekaeder auf sich abbilden. Sie bilden beziiglich der
Hintereinanderausfithrung o eine Gruppe. Diese Gruppe, die als Dodekaedergruppe
oder haufiger als Ikosaedergruppe bezeichnet wird, ist isomorph zum direkten Pro-
dukt As X Zs der alternierenden Gruppe As und der zyklischen Gruppe Zs.

Beschrankt man sich auf die 60 gleichsinnigen unter den genannten 120 Kongruenzab-
bildungen, so erhilt man eine Untergruppe, die zu A5 isomorph ist. (Die Bezeichnungen
sind allerdings nicht einheitlich; manchmal wird diese Untergruppe Ikosaedergruppe bzw.
Dodekaedergruppe genannt.)



Dodekaeder mit Symmetrieebene



Dodekaeder mit fiinfzdhliger Drehachse
(durch die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Flichen)



Dodekaeder mit dreizéhliger Drehachse
(durch zwei gegeniiberliegende Ecken)



Dodekaeder mit zweizahliger Drehachse
(durch die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Kanten)



4 Dualitatseigenschaft

Satz 6

Verbindet man die Mittelpunkte der Begrenzungsflichen eines Dodeka-
eders, so entsteht dadurch ein Ikosaeder. Umgekehrt erhalt man durch
Verbinden der Flachenmittelpunkte eines Ikosaeders ein Dodekaeder.

Dodekaeder mit zugehorigem ITkosaeder



Ikosaeder mit zugehorigem Dodekaeder

Bemerkung: Aus der Dualitit zwischen Dodekaeder und Ikosaeder folgt unmittelbar,
dass beide Korper die gleichen Symmetrieeigenschaften haben.
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5 Berechnungen

Kartesische Koordinaten

Satz 7
Die Koordinaten
Kartesische Koordinaten
(£1,+1 :l:l)
(0, :i:<I> +— ),
(50 i‘I)),
(j:<I> = ,0)

1
beschreiben die Ecken eines Dodekaeders. Dabei ist & = 5(1 ++/5) das
Verhaltnis des Goldenen Schnittes.

Radien

Das Dodekaeder besitzt — wie alle platonischen Korper — eine Umkugel (Kugel durch
die Ecken), eine Kantenkugel (Kugel durch die Mittelpunkte der Kanten) und eine
Inkugel (Kugel durch die Mittelpunkte der Fldchen). Die zugehérigen Radien seien mit
7w, Tr und 7; bezeichnet.

Satz 8
Der Radius der Kantenkugel eines Dodekaeders ist gegeben durch:

Kantenkugelradius

Dabei bedeutet a die Lange einer Dodekaederkante.
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Beweis:

E, E;q
Ko %
Tk Tk h
5 | "h— %
M H
Es3 1 Ey4

Jede Symmetrieebene des Dodekaeders enthélt vier Ecken (Ei, E9, Es, E4) und vier
Kantenmittelpunkte (K, Ko, K3, K4). Bezeichnet man die Entfernung der Punkte E;
und K mit h und die gesuchte Entfernung zwischen dem Dodekaedermittelpunkt M und
einem beliebigen Kantenmittelpunkt K; mit g, so gilt nach dem Satz des Pythagoras
(angewandt auf das Dreieck E;HK/)

a
rht (e — 5P =0
h ist die Hohe eines regelméfigen Fiinfecks mit Seitenléinge a. Einsetzen des Ergebnisses

von Satz 1 ergibt somit:

2 a.o a 2
9 9 a a\? a?
1 5 2
2r£—ark+1a2 = ZaQ—i——C; V5

a2
2r£—ark—a2—7\/g = 0

1
QTz—ark—a2(1—i—§\/5) =0

Nun kann die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen verwendet werden:
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C(—a) % \/(—a)2 4.9 (—a2 (1+ %ﬁ))
-2

V5)

N | | DN

ai\/a2—|—8a2(1+

4
a:l:\/a2(9+4\/g)
4
a:l:a\/9+4\/5
4

An dieser Stelle kommt man mit einem kleinen Trick weiter. Aus der binomischen Formel
(@ +b)? = a® + 2ab + b? ergibt sich:

2+V5)? = 2242254+ (V5)2=9+4V5
24+V5 = V9+45

Damit vereinfacht sich der oben gefundene Rechenausdruck zu

ata(2++5)
Tk = —— .
4
Ware das Minuszeichen von = richtig, so wiirde sich — sinnloserweise — ein negativer Wert

fiir rp, ergeben. Damit bestéatigt sich die Behauptung:

a+a2++v5) 3a+avh
4 - 4 -

Tk =

13+ V5)

Satz 9

Der Umkugelradius eines Dodekaeders ergibt sich aus:

Umkugelradius

ru:%\/g(l-i-\/g)

a bezeichnet wieder die Lange einer Dodekaederkante.
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Beweis:

E, E;
Ko %
Tk Ty
M
Es T Ey

Aus dem Satz des Pythagoras (angewandt auf das Dreieck E;KoM) folgt unter Verwen-
dung von Satz 8:

2
a
’["Z = ’]"]% + <§>

a 2 (12
= [Z(3+¢5)] + 7
= ?—2[32+2-3-\/3+(x/3ﬂ+%2
= ?—2(14%—6\/5)4—%2
2
- %(18+6¢5)
= ?—2-6(34—\/5)

Durch Wurzelziehen erhalt man

re = %\/6(3 +5).

Mit ein wenig Trickserei lasst sich die Wurzel unter der Wurzel vermeiden.
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Ty = %\/g\/ﬁ—i-Q\/g
= VB + VB

= %ﬁ(ler/S)

Satz 10

Fiir den Inkugelradius eines Dodekaeders mit Kantenldnge a gilt:

Inkugelradius

riz%\/10(25+11\/5)

Beweis: Eine beliebige Symmetrieebene des Dodekaeders enthélt — neben vier Ecken und
vier Kantenmittelpunkten — die Mittelpunkte von vier Flachen. Aus Symmetriegriinden
beriihrt die Inkugel des Dodekaeders jede Fliache (von der Form eines regelméfigen Fiinf-
ecks) in ihrem Mittelpunkt. Die in der Zeichnung dargestellten Beriihrpunkte sind mit
F1, Fo, F3 und F4 bezeichnet.

Ein weiteres Mal kann man den Satz des Pythagoras anwenden, dieses Mal auf das
Dreieck MF1E;. Die Lange der Hypotenuse ist gleich dem Umkugelradius r,, die Langen
der Katheten stimmen mit dem gesuchten Inkugelradius r; beziehungsweise mit dem
Umbkreisradius y einer (fiinfeckigen) Dodekaederfléche tiberein.
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I
<

r?+y°

2 _
vy = T

Nun werden die friheren Ergebnisse fir r, (Satz 9) und y (Satz 1, dort Bezeichnung )
eingesetzt.

2= (SBavE) - (206 vE)

CL2 CL2

= L (18+6V5) — —(50 + 10v/5
1 (18 +6V5) = 355(50 +10V5)
2

= (450 + 150v/5 — 200 — 40v/5)
400
(Z2 \/—

= (250 + 110v/5
10020+ )

Um den Inkugelradius zu erhalten, muss man nur noch die Wurzel ziehen.

r; = 2% 250 4 110v/5 = 2% 10(25 + 11V/5)

Oberflache und Volumen

Satz 11

Der Oberflacheninhalt eines Dodekaeders mit Kantenldnge a lasst sich mit
folgender Formel berechnen:

Oberflacheninhalt
S = 3a24/5(5 + 2v/5)

Beweis: Der Fliacheninhalt eines regelmiéifiigen Fiinfecks wurde in Satz 1 angegeben mit

A = %2\/5(5 +2V5).

Dieser Wert ist nur noch mit der Anzahl der Flachen (also mit 12) zu multiplizieren.
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Satz 12

Fiir das Volumen eines Dodekaeders gilt:

Volumen

a3
V= 15+7V5)

Dabei steht a wieder fiir die Lange einer Dodekaederkante.

Beweis: Verbindet man die Ecken einer Seitenfliche mit dem Mittelpunkt des Dode-
kaeders, so erhdlt man eine Fiinfeckspyramide. Fiir das Volumen einer Pyramide gilt
allgemein die Formel

wobei A fir die Grundfliche der Pyramide steht und h fiir die Pyramidenhdhe. Diese
Hohe stimmt aber mit dem Inkugelradius des Dodekaeders (r;) tiberein. Das gegebene
Dodekaeder lésst sich zerlegen in 12 Pyramiden des genannten Typs. Wegen S = 124
und ~A = r; erhélt man fir das Dodekaedervolumen:

V = 12.-Ah

Hier konnen die Ergebnisse von Satz 11 und Satz 10 eingesetzt werden.

1 9 a
— 1302/ 2v/5) - 21/10(25 + 11
1% 5 30%\/5(5 + V5) 55V 10(25 + V)
3
a
= %\/50(5+2\/5)(25+11\/5)
3
- ;—0-5\/2(125+55x/3+50\/5+22-5)
3
a
= Z\/2(235 + 1055
/(285 + 105V5)
3
- az 470 + 21075

Nun benétigt man wieder einen kleinen Trick. Die Anwendung der binomischen Formel
(@ +b)? = a® + 2ab + b? liefert mit
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(154+7vV5)2 = 152 +2-15-7V5 + (TV5)?
= 225+ 210V/5 + 245
= 470 4 210v5

15+ 7V5 = /470 +210V5

zufilligh eine passende Vereinfachungsmoglichkeit.

a3
Vo= S5+ 7V5)

Winkel

Satz 13

Die Grofle des Winkels zwischen zwei benachbarten Flachen eines Do-
dekaeders lasst sich berechnen durch:

Winkel zwischen zwei Flachen
tana = —2

Bemerkung: Aus der Formel erhilt man naherungsweise o =~ 116,56505°.

Beweis:

E, E;
Ko %
Tk Tk
a
2 A
M H =
Es T E4
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Aus der Zeichnung ergibt sich nach dem Schema ,Gegenkathete durch Ankathete unter
Beriicksichtigung von MK; = rj, der Ansatz

(6 Tk
tan 5 = T
r.— =

kT

Einsetzen der Formel fiir den Kantenkugelradius (Satz 8) liefert:

N 23+ V5)
tan(g) = W

3+5
5 vs-2
(B+V5) (V5 -1)
(V5+1) (V5 -1)
3v6E—-3+5—-5

5-1

2+2v5

4
14++5

2

Nun lésst sich die Formel fiir den Tangens eines verdoppelten Winkels anwenden:

«
tana = tan (2 . 5)

2tang
_ 2
1—taur12g
2
2.1+2\/5
()
1_
2
_ 1++5
i(4—(1+\/5)2)
_ 4(1++/5)
4—(1+2\/5+5)
~ 4(1+V5)
- —2-25%

19



4(1++/5)

—2(1 4 +/5)

Satz 14

Fiir die Grofse des Winkels zwischen einer Flidche und einer angrenzenden
Kante eines Dodekaeders gilt:

Winkel zwischen Fliache und Kante

1++5
2

tan 8 = —

Bemerkung: Aus der Formel erhédlt man den Naherungswert 5 ~ 121,71747°.

Beweis:

Aus der Zeichnung ist ein Zusammenhang zwischen dem Winkel « (Fléche-Fldche) und
dem Winkel 3 (Flache-Kante) erkennbar. Es gilt (Winkelsumme im Dreieck):

%+w—%%+%°: 180°
(6%

= 180° — =
b 2
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Fiir den Tangenswert erhélt man also:

tanf3 = tan (180o - g)

Im Beweis von Satz 13 wurde aber

tan(ﬂ) _ 1445

2

hergeleitet. Damit ist die Behauptung bewiesen.
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