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A = —gh
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So lautet die wohl bekannteste Formel fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks.
Dabei stehen die Bezeichnungen g und h fir die Lange einer Seite (Grund-
seite) und die zu dieser Seite senkrechte Hohe. Die Formel setzt voraus, dass
man wenigstens eine der drei Hohen des Dreiecks kennt — eine Bedingung,
die langst nicht immer erfiillt ist.

Sind etwa die Seitenléangen a, b und ¢ gegeben, so wiirde die Anwendung von
A= %gh erst die mithsame Berechnung einer Dreieckshche erfordern. We-
sentlich schneller fithrt in diesem Fall die so genannte heronische Formel

A = Js(s—a)s—b)(s—¢)

zum Ziel. Sie ist benannt nach dem griechischen Mathematiker und Physiker
Heron von Alexandria (etwa 50 bis 100 n. Chr.). Die Variable s, die in der
Formel mehrfach vorkommt, bedeutet den halben Dreiecksumfang:

a+b+c

s = 9

Im Folgenden soll ein elementargeometrischer Beweis der heronischen Formel
dargestellt werden.



1 Grundlagen

Satz 1

Der Flacheninhalt eines Dreiecks ist gleich dem Produkt aus dem
halben Dreiecksumfang und dem Inkreisradius.

Flacheninhalt

b
a, b und c seien die Seitenléngen des Dreiecks. s = atote steht

fiir die Halfte des Dreiecksumfangs, o fiir den Inkreisradius.

Beweis:

Verbindet man jede der drei Ecken mit dem Inkreismittelpunkt I, so wird
dadurch das Dreieck ABC in drei Teildreiecke BCI, CAI und ABI zerlegt. Die
Flacheninhalte dieser Teildreiecke lassen sich mit der Formel A = %gh be-
rechnen. Als Grundseite (g) wahlt man jeweils eine Seite des urspriinglichen
Dreiecks ABC. Die zugehorige Hohe (h) stimmt dann mit dem Inkreisradius
o iiberein, da eine Kreistangente stets senkrecht zum zugehoérigen Kreisradius
steht. Damit ergibt sich:

1
Apcr = 300

1
Acar = EbQ

1
Aapr = 5ce



Fiir den Fliacheninhalt von Dreieck ABC folgt daraus

1 1 1
A = = —b —
2ag+2 Q+20Q

1
= §Q(a+b+c)

= sp.

Satz 2

Fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks gilt:

Flacheninhalt
A= (s—a)os=(s—bop=(s—c)oc

b
a, b und ¢ sind die Bezeichnungen fiir die Seitenléngen. s = atbte

bedeutet die Hélfte des Dreiecksumfangs. Mit g,, gp und g, sind die
Ankreisradien benannt.

Beweis:

A c R3
Der Flacheninhalt A des Dreiecks ABC lasst sich ausdriicken durch

A = Aapm, + Acam, — AcBM,-

Die drei Flacheninhalte auf der rechten Seite lassen sich jeweils in der Form
%gh schreiben, wobei eine der Seiten von Dreieck ABC als Grundseite g
genommen wird und der Ankreisradius g, als Hohe h.



1 1
A = =C0q + ian —

9 5619&
1
= —golc+b—a)
2
b
Ist s = % der halbe Umfang von Dreieck ABC, so gilt
1 1
§(c+b—a) = 5[(a+b+c) — 2a]
a+b+c
= —— —a
2
= s—a.

Man erhélt fiir die Dreiecksfliache also A = (s — a)g,. Die anderen Bezie-
hungen A = (s — b)op und A = (s — ¢)o. werden auf entsprechende Weise
begriindet.

Satz 3

In einem Dreieck ergibt sich die Entfernung einer Ecke vom ge-
meinsamen Punkt des Inkreises mit einer benachbarten Seite als
Differenz des halben Dreiecksumfangs und der Lange der gegeniiber
liegenden Seite.

AY=AZ=5-a
BZ=BX=s-b
CX=CY=s—-c

b
Die Seitenléngen sind mit a, b und ¢ bezeichnet. s = # ist

der halbe Dreiecksumfang.




Beweis: Bei den gesuchten Entfernungen handelt es sich um die Léngen von
Tangentenabschnitten. Je zwei dieser Abschnitte gehen vom gleichen Punkt
aus und sind daher gleich groff. Es sollen die Abkiirzungen x = AY = AZ,

y = BZ = BX und z = CX = CY verwendet werden. Aus der Zeichnung
erkennt man:

yt+z =
z+x = b
r+y = c

Durch Addition dieser drei Gleichungen und Division durch 2 erhélt man:

W+2)+(z+z)+(x+y) = at+b+c
2 +2y+22 = a+b+c
a+b+c

r+y+z TZS

Aus dieser Bezichung und den Gleichungen fiir a, b und ¢ folgt mit

r = (r4+y+2)—(y+z2)=s—a
= (x+y+z2)—(24+x)=5-0b
z = (z4+y+z)—(r4+y)=s—c

die Behauptung.



Satz 4

In einem Dreieck ist die Entfernung einer Ecke vom gemeinsamen
Punkt des gegeniiber liegenden Ankreises mit der Verldngerung ei-
ner benachbarten Seite halb so grofs wie der Dreiecksumfang.

AY,=A7,=s
BZb = BXb =S
CX.=CY.=s

s ist wie bisher die Hélfte des Dreiecksumfangs.

Beweis: Wie im Beweis von Satz 3 niitzt man die Gleichheit von Tangen-
tenabschnitten (AY, = AZ,; BX, = BZ,; CY, = CX,) aus.

AB + BX, =AB + BZ, = AZ, =AY, = AC + CY, = AC + CX, (1)

Da andererseits die Summe aus AB + BX, und AC + CX, gleich dem Drei-
ecksumfang 2s ist, miissen beide Rechenausdriicke gleich s sein. Aus (1) geht
hervor, dass AZ, und AY, ebenfalls mit s iibereinstimmen. Damit ist der
erste Teil des Satzes gezeigt. Die restlichen Behauptungen lassen sich ent-
sprechend beweisen.



2 Die heronische Formel

Satz 5

Fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks mit den Seitenldngen a, b und
c gilt:

Flacheninhalt
A=./s(s—a)(s—b)(s—c)

b
Dabei ist s = % die Hélfte des Dreiecksumfangs.

Beweis:

In der Planfigur sind fiir ein Dreieck ABC der zugehorige Inkreis und ein An-
kreis dargestellt. Der Inkreismittelpunkt I liegt auf den Winkelhalbierenden
der Innenwinkel o und . Der Mittelpunkt des gezeichneten Ankreises (M,)
liegt auf der Winkelhalbierenden von « und auf der Halbierungslinie des
Nebenwinkels von 3, die zur Winkelhalbierenden von 3 senkrecht verlauft.

Die beiden Kreise beriihren die Gerade AB in den Punkten Z und Z,. Die
von den beiden Kreismittelpunkten ausgehenden Strecken [IZ] und [M,Z,]
sind also senkrecht zu AB und folglich zueinander parallel. Daher lasst sich
der Strahlensatz anwenden.




Mit den Bezeichnungen g, fiir den Ankreisradius und p fiir den Inkreisradius

sowie Ergebnissen aus Satz 3 (AZ = s — a) und Satz 4 (AZ, = s) lésst sich
diese Verhiltnisgleichung umformulieren zu

0a:0 = $s:(s—a). (2)

Da diese Gleichung noch zwei Unbekannte (némlich g, und p) enthélt, be-
notigt man eine weitere Gleichung. Zu diesem Zweck zeigt man mit Hilfe
des Ahnlichkeitssatzes WW (Ubereinstimmung in zwei Winkeln), dass die
Dreiecke IZB und BZ,M, &hnlich sind:

X BZI = ¥ My,Z,B (rechte Winkel)
XIBZ = ¥ BM,Z, (gleich2)

Entsprechende Streckenverhéltnisse in &hnlichen Dreiecken miissen gleich
sein. Daher gilt:

1Z:7B = BZ,:Z,M,
1Z:7B = (AZ,— AB):Z,M,

Ahnlich wie vorher — unter Beriicksichtigung von ZB = s — b (Satz 3) und
AZ, = s (Satz 4) — lésst sich diese Verhaltnisgleichung schreiben als

0i(s—b) = (s—0): 0 (3)

Aus den gewonnenen Gleichungen kann man nun mit Hilfe von Satz 1 den
Flacheninhalt des Dreiecks ABC ausrechnen. Zweckméfigerweise betrachtet
man zuerst das Quadrat dieses Flidcheninhalts.

A? = (s0)* =s0-s0

Aus Formel (2) erhdlt man

s0 = oa(s—a),

aus Formel (3)

(s=b)(s—c)

0 |- s
Oa

0 = s(s—b)(s—c)‘
Oa



Diese Resultate lassen sich kombinieren zu

A2 = sp-sp

_ (s 38 b(5—0)
= Guls—a) 0a

= s(s—a)(s—b)(s—c).

Beidseitiges Wurzelziehen liefert schliefslich die Heron-Formel

A = \/s(s —a)(s—b)(s—c).

Bemerkung: Ein anderer Beweis fiir die heronische Formel wird von Arndt
Briinner in [2| dargestellt. Dort wird zunéchst — mit Hilfe des Satzes von
Pythagoras — ein Rechenausdruck fiir die zu einer Dreiecksseite gehorige Ho-
he angegeben. Dieses Ergebnis wird in die bekannte Flachenformel A = % gh
eingesetzt. Durch algebraische Umformungen lasst sich nun die Behauptung
A =./s(s—a)(s—b)(s — c) beweisen.

Eine relativ knappe Begriindung erméglicht die Trigonometrie (siehe [3]).
Mit Hilfe von Cosinussatz und , Trigonometrischem Pythagoras kann man
den Sinuswert des Innenwinkels o durch a, b und ¢ ausdriicken. Berechnung
des Fléacheninhalts geméal A = %bc sin ¢ fiihrt zur heronischen Formel.

3 Folgerungen

Aus der Heron-Formel gewinnt man mit geringem Rechenaufwand weitere
interessante Ergebnisse.

Satz 6

Der Inkreisradius eines Dreiecks mit den Seitenldngen a, b und c
léasst sich berechnen durch:

Inkreisradius
_ J(s=a)(s=b)(s—¢)
B s
b
s = % ist die Hélfte des Dreiecksumfangs.




Beweis: Die Behauptung folgt problemlos aus A = sp (siehe Satz 1) und
der heronischen Formel (Satz 5):

s
B s(s—a)(s—b)(s—c)
= =
B \/(s—a)(s—b)(s—c)
N s
Satz 7
Fiir die Radien der drei Ankreise eines Dreiecks gelten folgende For-
meln:
Ankreisradien
s(s—=b)(s—c¢)
Ga=\—F—
s—a
s(s—a)(s—c)
Ob =\ ———
s—0b
s(s—a)(s—0
o V (s=a)(s = b)
s—c
a, b und ¢ stehen fiir die Seitenldngen, s = %b—ﬁj fiir den halben
Dreiecksumfang.

Beweis: Aus Satz 2 und Satz 5 folgt:

A
Oa = s—a
_ Vs(s —a)(s—b)(s —c)
_ \/s(s—a)(s—b)(s—c)
(s —a)?



s(s—b)(s—c¢)

Entsprechend erhélt man die Rechenausdriicke fiir g, und g..

Satz 8

Der Flécheninhalt A eines Dreiecks ABC ldsst sich folgendermafien
durch den Inkreisradius ¢ und die drei Ankreisradien g,, 0p und o,
ausdriicken:

Flacheninhalt

A = ,/0040b0¢

Beweis: Aus den Sétzen 1 und 2 ergibt sich

A A A A
00a0b0c = — - : :
s s—a s—b s—c
A4
s(s—a)(s—b)(s—c)
Vergleicht man den Nenner des letzten Bruches mit der heronischen Formel
(Satz 5), so erkennt man, dass dieser gleich A? ist, und erhélt

A4
004000 = EZAQ.

Beidseitiges Radizieren beweist nun die Behauptung.
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