Beispiele zur Kurvendiskussion

(Gebrochenrationale Funktionen)

Beispiel 1

2
o : x®—3x—4 .
Diskutiere die durch f(z) = 212 gegebene Funktion f!
a
a) Definitionsbereich:
Der Nenner eines Bruches darf nicht gleich 0 sein. Daher ist z = —2 ausgeschlossen.

Definitionsbereich: D = IR\ {—2}

b) Verhalten an der Definitionsliicke:

Was ist an der Definitionsliicke Besonderes los? Beim Einsetzen von x = —2 in die Funk-
tionsgleichung erh#lt man fiir den Nenner 0 und fiir den Zahler (—2)% —3-(=2) —4 =6
(ungleich 0). Daher handelt es sich hier um eine Polstelle (Unendlichkeitsstelle).

Den zugehorigen Linearfaktor (z + 2) kénnte man auch in der Form (z + 2)* schreiben,
also mit ungeradem Exponenten. x = —2 ist demnach ein ungerader Pol, das heifst ein Pol

mit Vorzeichenwechsel.

Senkrechte Asymptote: = —2 (ungerader Pol)

~Ungerader Pol“ bedeutet, dass hier ein ,Sprung® zwischen 400 und —oo stattfindet. Es
fragt sich nur, ob dieser Sprung ,von unten nach oben“ oder ,yon oben nach unten* geht.
Um diese Frage zu klaren, bildet man den linksseitigen und den rechtsseitigen Grenzwert

von f an der Stelle x = —2.

Wenn der Zéahler ungleich 0 und der Nenner gleich 0 ist, kann der Grenzwert nur +oo oder
—o0 sein. Beim linksseitigen Grenzwert (2 — —2) geht der Zihler gegen 6 (positiv), der
Nenner gegen 0 (von der negativen Seite her). Daher muss der Grenzwert das Vorzeichen

— haben.



2
—3z—4
lim f(z) = lim TR
r——2 S92 42
S0
Linksseitiger Grenzwert fiir z — —2:  lim f(z) = —o0
zS-2

Beim rechtsseitigen Limes (z => —2) geht der Zihler ebenfalls gegen 6 (positiv), aber
der Nenner nahert sich der Zahl 0 von der positiven Seite her. Daher kommt fiir diesen

Grenzwert +o0o heraus.

—6
2
—3xr -4
lim f(z) = lim i - = +o00
252 -2 \33 + 2,
20
Rechtsseitiger Grenzwert fir x — —2:  lim f(x) = +o0
>

r—>—2

¢) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:

Um die Nullstellen der Funktion f und damit die Schnittpunkte mit der z-Achse zu finden,

muss man den Zihler gleich 0 setzen.

22 —3z—-4=0

Routineméfig verwendet man bei solchen quadratischen Gleichungen die beliebte , Mitter-

—b++/b2—4dac

nachtsformel* x = e

Eleganter wire allerdings die Zerlegung in Linearfaktoren: 2 — 3z — 4 = (z + 1)(z — 4)

~(-3) £ V(32 —4-1- (-4 _3+5

v 2.1 2
345

i = =4
3_5

vy = o=l



Hier ist noch zu iiberpriifen, ob diese x-Werte nicht mit der Definitionsliicke z = —2
zusammenfallen. Dies ist nicht der Fall. Damit sind die Schnittpunkte mit der z-Achse
bekannt.

Schnittpunkte mit der z-Achse:  (4]0); (—1|0)

Der Schnittpunkt mit der y-Achse ist festgelegt durch den Funktionswert f(0).

02-3-0—-4 —4

MO ="" =5 =7

Schnittpunkt mit der y-Achse: (0] —2)

d) Verhalten im Unendlichen:

Der Zahler des Funktionsterms ist ein Polynom vom Grad 2, der Nenner ein Polynom vom
Grad 1. (Der Grad eines Polynoms ist der hochste vorkommende Exponent der Potenzen

von x.)

Wenn — wie hier — der Z&hlergrad um 1 grofer ist als der Nennergrad, dann hat der
Funktionsgraph eine schiefe Asymptote. Die Asymptotengleichung erhélt man durch Po-

lynomdivision, wobei ein sorgfiltiger Umgang mit Plus- und Minuszeichen angebracht ist.

6
2 - — 4) 2) = z—
(x 3x ) (x+2) T 5+x+2
2 + 27
- 5z — 4
- 5z — 10

6

Der Restbruch ﬁ im Ergebnis geht fiir + — +o00 und x — —oco gegen 0. Das bedeutet,
dass der Funktionswert f(z) fiir x-Werte mit sehr groffem Absolutbetrag nur noch sehr
wenig von x — 5 abweicht. Geometrisch ausgedriickt: Der Graph der Funktion néhert sich

immer mehr der Geraden, die durch den Rechenausdruck x — 5 gegeben ist.

Schiefe Asymptote: y=x—5

Aus dem Verlauf dieser Asymptote ergeben sich unmittelbar die Grenzwerte der Funktion

f fir z — $o0.



Grenzwert fiir ¢ — —oo:  lim f(z) = —o0
r——00

Grenzwert fir z — +o00:  lim f(z) = +o0
—+00

e) Ableitungen:

Fiir Aussagen {iber Monotonie, Extrempunkte, Krimmungsverhalten und Wendepunkte
bendtigt man die ersten beiden Ableitungsfunktionen. Da der Funktionsterm ein Bruch
ist, kommt die Quotientenregel zum Zuge. Der Nenner der Ableitung ist der bisherige
Nenner hoch 2. Den Zihler der Ableitung erhilt man nach dem Schema NAZ — ZAN

(Nenner mal Ableitung des Zéhlers minus Zahler mal Ableitung des Nenners).

(x+2)-(2z-3)— (22 -3z —4)-1
(x +2)?
202 —3x +4x —6—2>+3x+4
(x +2)2

f'x) =

2 4+ 4z — 2
(x +2)2

24 4p—9
1. Ableitung; f’(:v)zx(;r—xg)z

Auch die zweite Ableitung ist mit Hilfe der Quotientenregel zu berechnen. An der Stelle,
an der die Ableitung des Nenners (z + 2)? bendtigt wird, muss man zusitzlich die Ket-

tenregel berticksichtigen. (Nachdifferenzieren von z + 2 ergibt den Faktor 1.)
Bei der weiteren Vereinfachung wére es ausgesprochen ungeschickt, einfach stur auszumul-

tiplizieren. Stattdessen sollte man unbedingt im Zahler (x 4 2) ausklammern, um diesen

gemeinsamen Faktor von Zahler und Nenner herauskiirzen zu kénnen.

(r+2)2 2z +4) — (2®+42-2)-2(x+2)-1
(x+2)4
(z+2)[(z +2)(22 +4) — (2 + 42— 2) - 2]
(z+2)*
(x4+2)(2x +4) — (22 + 42 —2) -2
(x+2)3
222 + 4z + 4z +8 — 222 —8r + 4
(z+2)°

f(x) =

12
(x +2)3
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2. Ableitung:  f"(x) = m

f) Monotonie und Extrempunkte:

Extrempunkte — soweit vorhanden — findet man, indem man die erste Ableitung gleich 0

setzt.

:C2+4:1:—2_0
(x+2)2

Ein Bruch kann nur dann gleich 0 sein, wenn sein Zahler gleich 0 ist.

22+ 4r —2=0

Diese quadratische Gleichung lédsst sich wieder mit der (hoffentlich) bekannten Losungs-
formel auflosen. Beim Vereinfachen wendet man das Verfahren des teilweisen Radizierens

an, um den Faktor 2 ausklammern und herauskiirzen zu kénnen:

V24=V4-6=V4-V6=2V6

—4+\/2—4-1-(-2) —4+v24
2.1 - 2

—4+£2V6  2(—2+V6)
S = : =-2+6

Es wird nun eine Monotonietabelle aufgestellt. Die linke Spalte steht fiir die Bereiche der
2-Achse, in denen die Ableitung einheitliches Vorzeichen hat. Grundsétzlich kénnte sich
das Vorzeichen der Ableitung nicht nur an den gerade gefundenen Stellen z = —2 + /6

und z = —2 — /6 dndern, sondern auch an der Definitionsliicke z = —2.

r<—-2—+6
—2—V6<z< -2 x) streng monoton abnehmend

f'(x) f(z)
f'(x) f(z)

—2<x<-2++6| f'(z) <0 | f(z) streng monoton abnehmend
f'(z) f(z)

x) streng monoton zunehmend

x>—2+\/6

x) streng monoton zunehmend

Es ware nicht korrekt, die zweite und die dritte Zeile der Tabelle zusammenzufassen.
Salopp ausgedriickt springt der Funktionswert f(z) an der Stelle x = —2 von —oo auf 400

hoch. Daher ist hier die streng abnehmende Monotonie durchbrochen.



Klar ist inzwischen, dass die Funktion f an der Stelle z = —2 — /6 ein Maximum annimmt
und an der Stelle = —2 + /6 ein Minimum. Im Folgenden werden die Koordinaten der
beiden Extrempunkte nidherungsweise berechnet. (Die exakten Rechenausdriicke fir die

y-Werte wéren relativ kompliziert.)

tp1 = —-2-—V6~—445
tps = —2+V6~045
Yp1 =~ —11,90

yp2 ~ —2,10

Hochpunkt: (—4, 45| — 11,90)
Tiefpunkt: (0,45] — 2,10)

g) Kriimmungsverhalten:

12

f'(x) = @128

Wie man am Zihler sieht, kann die zweite Ableitung f”(x) nicht den Wert 0 annehmen.
Das Vorzeichen von f”(z) kann also hdchstens an der Definitionsliicke wechseln. Daher

treten in der Tabelle zum Kriimmungsverhalten nur zwei Bereiche auf.

x < —2 | f"(x) <0 | Funktionsgraph rechtsgekriimmt
x> —2| f"(x) >0 | Funktionsgraph linksgekriimmt

An der Stelle x = —2 &ndert sich das Kriimmungsverhalten. Dennoch liegt kein Wende-
punkt vor, da der Funktionswert f(—2) nicht definiert ist.

Kein Wendepunkt

h) Symmetrie:

Auf den ersten Blick ist keine Symmetrie erkennbar. Da die Grenzwerte fiir x — —oo
und x — 400 verschieden sind, kommt hochstens Punktsymmetrie in Frage, und zwar nur
dann, wenn das Symmetriezentrum zugleich auf beiden Asymptoten (mit den Gleichungen
z = —2und y = x — 5) liegt. Daher wird zun&chst der Schnittpunkt dieser Asymptoten

ermittelt.



r=—2eingesetzt i ny=ox—-95 y=-2-5=-7
Schnittpunkt der Asymptoten: (—2| —7)
Allgemeine Bedingung fiir Punktsymmetrie beziiglich (zo|yo):

f(xo—h)+ f(zo+h) =2y0

Diese Bedingung wird nun fiir xo = —2 und yo = —7 {iiberpriift. Zweckméfigerweise
verwendet man hier das Ergebnis der Polynomdivision f(x) = = — 5 + %; andernfalls

ware die folgende Rechnung aufwindiger.

f(=2=h)+ f(=2+h)

6 6
= (2-h) =54 — 4 (-24h) -5+ ————
( ) (—2—h)+2 ( ) (—2+h)+2
6 6
= -4 =—14=2. (=T
P (=7)

Punktsymmetrie beziiglich des Punktes (—2| — 7)

i) Wertetabelle fiir —14 = z = +10:

v | —14 | —13 | —12 | —11 ~10 —9 | 8| -7

y | =195 | —18,55 | —17,6 | —16,67 | —15,75 | —14,86 | —14 | —13,2 | —12,5
x| -5 1 —3 | —25 —2 —15 | -1 0

y | —12 | —12 | —14 | —195 - 5,5 0 —2

x| 2 3 4 5 6 7 8 9

y| —15 | —08 0 0,86 1,75 2,67 | 3.6 | 4,55




j) Graph der Funktion:
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Beispiel 2

|z + 1
lz| — 1

Diskutiere die durch f(z) = gegebene Funktion f!

a) Definitionsbereich:

|z| darf nicht gleich 1 sein, da sonst der Nenner den Wert 0 hétte. Folglich sind z = —1

und z = 41 ausgeschlossen.

Definitionsbereich: D =R\ {—1;1}

b) Verhalten an der Definitionsliicke = = +1:

Fir © — +1 konvergiert der Zéahler gegen 2, der Nenner gegen 0. Daher ist z = 41 eine
Polstelle, das heift eine Unendlichkeitsstelle. Weil |z| + 1 gleichwertig ist zu (|z| 4+ 1)*
(ungerader Exponent!), handelt es sich um einen ungeraden Pol (gekennzeichnet durch

einen Vorzeichenwechsel).

Senkrechte Asymptote: = = 41 (ungerader Pol)

Um zu erkennen, auf welcher Seite die Funktionswerte gegen +oo beziehungsweise —oo
gehen, muss man die Vorzeichen von Z&hler und Nenner betrachten. Der Zahler hat den
positiven Grenzwert 2, wahrend der Nenner gegen 0 geht, und zwar beim linksseitigen
Grenzwert (z = +1) von der negativen Seite her und beim rechtsseitigen Grenzwert

(z EA +1) von der positiven Seite her.

—2
1
lim f(z) = lim 2+ |:—
e S+1 w512l 1
<
—0
Linksseitiger Grenzwert fiir x — +1:  lim f(z) = —o0
xi—&—l
—2
1
lim f(z)= 1l [+ 1| = +o0
z5+1 zi—&-l |'1"‘ -1
20



Rechtsseitiger Grenzwert fir ¢ — +1:  lim f(z) = o0
x3>+1

Die Untersuchung des Verhaltens an der anderen Definitionsliicke (z = —1) wird auf spéter

verschoben, da in diesem Fall Zahler und Nenner den Grenzwert 0 haben.

¢) Nullstellen:

Ein Bruch kann nur dann gleich 0 sein, wenn sein Zéhler den Wert 0 hat. Diese Bedingung
(Jx + 1] = 0) fihrt auf x + 1 = 0 und damit auf z = —1. Dies ist jedoch keine Nullstelle,
denn der Funktionswert f(—1) ist wegen Division durch 0 nicht definiert. Was wirklich an

der Stelle x = —1 los ist, wird sich spéter zeigen.

Nullstellen: Keine!

d) Betragsfreie Schreibweise:

Wenn sich im Funktionsterm Absolutbetrige befinden, ist es angebracht, diesen Term
betragsfrei zu schreiben. Dies erfordert eine Fallunterscheidung. Als Intervallgrenzen fiir
diese Fallunterscheidung muss man diejenigen z-Werte betrachten, fiir die sich zwischen
zusammengehorigen Betragsstrichen der Wert 0 ergibt (hier z = —1 und « = 0). Auferdem

kommen die Definitionsliicken (z = —1 und x = +1) als Intervallgrenzen in Frage.
1. Fall (z < —1):
Da zwischen den Betragsstrichen von |z + 1| etwas Negatives steht, ist dieser Betrag

entgegengesetzt gleich zu (z + 1). Entsprechendes gilt fiir den Betrag |z|, der durch —z

ersetzt werden kann.

<0
|z + 1] —(x+1) —z-1
= = = :1
/(@) |z |—1 —z—1 —z—1
<0

2. Fall (-1 <z =0):

Die Zahl 0 wird willkiirlich zu diesem Fall gerechnet. Unter der gegebenen Voraussetzung
ist 4+ 1 positiv, sodass die Betragsstriche in |z + 1| unnétig sind. |z| dagegen ist wie im

ersten Fall gleichwertig zu —z.

>0

|z 41 +1 +1

x x x

f(a:):’ T \—lz—x—lz—(x—i—l):_l
N~~~

<0

10



3. Fall (0 <z <1):

Nun ist sowohl = + 1 als auch = positiv. Die Betrige konnen also weggelassen werden.

>0

—~ =

lz+1|  x+1
|z |-1 z—1
~~

fz) =
>0

4. Fall (z > 1):
Hier gilt die gleiche Uberlegung wie im dritten Fall.

>0

—~

lz+1|  x+1
|z |—-1 =z-1
~—

flz) =

>0

Betragsfreie Schreibweise:

+1 fir z < —1
—1 fir-1<x<0
1
f(z) = itl fir0<z<1
1
ihis firz >1
:U_

e) Verhalten im Unendlichen:

Wie die betragsfreie Schreibweise (Fall x < —1) unmittelbar erkennen lésst, ergibt sich

fiir x — —oo der Grenzwert +1.

Grenzwert fiir z — —oo: lim f(z)=1
r——00

Fiir den Grenzwert © — 400 ist der Fall z > 1 zu betrachten. Man erhélt den Limes, indem

man durch die Potenz von z mit dem héchsten Exponenten kiirzt, also durch 2! = «.

-0
1
. . CC+1 . 1+ - 1
zgrfwf(w)_wgrfoox—l_xLJrool— % _I_l
~~
—0

11



Grenzwert fir z — +oo: lim f(z)=1
T——+00

Aus diesen Grenzwerten sieht man, dass sich der Graph fiir x — —oo beziehungsweise

T — 400 immer mehr der waagrechten Geraden mit der Gleichung y = 1 anné&hert.

Waagrechte Asymptote: y =1

f) Ableitungen:

Fiir die Untersuchung von Monotonie- und Kriimmungsverhalten benétigt man die ers-
ten beiden Ableitungen. Hier sollte die betragsfreie Schreibweise verwendet werden. Fiir
< —1und —1 < x < 0 ist jeweils eine konstante Funktion zu differenzieren; hier ist die
Ableitung also gleich 0. In den beiden anderen Fillen (0 < z < 1 und x > 1) liefert die

Quotientenregel das Ergebnis.

, o (z-1)-1—-(x+1)-1
f((L’) - (1’—1)2

r—1—-2z-1 -2
= = f.. 1
@_1) 12 irz > 0,z #
0 fir z < -1
0 fir -1<x <0
: 2 .
1. Ableitung:  f/(z) = o1 firo<z<1
2 ..
—m fiur z > 1

Auch bei der zweiten Ableitung kommt in den Fillen 0 < z < 1 und =z > 1 die Quoti-
entenregel zum Zuge. Das Ergebnis lasst sich dadurch vereinfachen, dass man den Faktor

(z — 1) herauskiirzt.

y (=12 0-(-2)-2(xz—1)-1
f (.’L’) - (.%‘—1)4
4(x —1) 4

_ _ i 1
w1t (w=1p ir x > 0,2 #

12



0 fir z < —1
0 fir—-1<ax<0
4
2. Ableitung:  f"(z) = @17 firo<z <1
4 N
@_ 1) firz >1

g) Monotonie:

Am Vorzeichen der ersten Ableitung erkennt man das Monotonieverhalten in den verschie-

denen Bereichen.

z< -1 f'(z) =0 | f(x) konstant
—1<x<0| f(x) =0 f(z) konstant
0<xz<l | fi(z)<0]| f(x) streng monoton abnehmend
z>1 f(x) <0 | f(z) streng monoton abnehmend

Die beiden letzten Zeilen diirfen keinesfalls zusammengefasst werden. Da an der Stelle
r =1 ein ,,Aufwartssprung” von —oo nach +oo stattfindet, kann nicht von streng mono-

tonem Abnehmen gesprochen werden.

h) Kriimmungsverhalten:

Aus dem Vorzeichen der zweiten Ableitung ist das Kriimmungsverhalten des Funktions-

graphen ersichtlich.

<1 7@
-1<z<0| f'(x)
O<xz<l | f'(x)
x>1 1" (z)

0 | Graph geradlinig
= 0 | Graph geradlinig
0
0

Graph rechtsgekrimmt

Graph linksgekriimmt

Der Wechsel zwschen Rechts- und Linkskriimmung an der Stelle x = 1 fillt auf eine

Definitionsliicke. Der Graph von f hat daher keinen Wendepunkt.

Wendepunkte: Keine!

i) Symmetrie:

Die beiden geradlinigen Abschnitte des Funktionsgraphen haben keine Gegenstiicke auf

der anderen Seite. Symmetrie ist folglich auszuschliefen.

13



Es liegt keine Symmetrie vor.

j) Verhalten an der Stelle z = —1:

Fiir z — —1 gehen sowohl der Zahler des Funktionsterms (Jx 4+ 1|) als auch der Nenner
(|z| — 1) gegen 0. Die beiden einseitigen Grenzwerte fiir  — —1 erh&lt man mit Hilfe der

betragsfreien Schreibweise (Fall x < —1 bezichungsweise —1 < x = 0).

lim f(z) = lim 1=1

2 S—1 aS—1

lim f(z) = lim (-1)=-1
z>—1 z>-1

Wiirden die beiden Grenzwerte iibereinstimmen, so lage eine stetig behebbare Definitions-

liicke vor. Die Ungleichheit zeigt, dass der Graph an dieser Stelle ,einen Sprung macht.

Linksseitiger Grenzwert fiir z — —1: lim f(z)=1
eS-1

Rechtsseitiger Grenzwert fiir v — —1:  lim f(z) = —1
z——1

Die Definitionsliicke an der Stelle z = —1
ist nicht stetig behebbar.

k) Verhalten an der Stelle z = 0:

Auch hier verwendet man zweckméfigerweise die betragsfreie Schreibweise. Zunéchst wird
durch Vergleich des Funktionswertes mit den beiden einseitigen Grenzwerten die Stetigkeit

iiberpriift.

f0) = —1
lim f(z) = lim(-1)=-1
250 250
1 1
lim f(x) = lim$+ =—=-1
220 220 @ =1l
Linksseitiger Grenzwert fir x — 0:  lim f(z) = —1
350
Rechtsseitiger Grenzwert fiur z — 0:  lim f(z) = —1
50
Funktionswert: f(0)=-1
f ist an der Stelle z = 0 stetig.

14



Wenn eine Funktion an einer Stelle stetig ist, braucht sie dort noch lange nicht differen-
zierbar zu sein. Zur Uberpriifung dieser Eigenschaft ermittelt man die beiden einseitigen

Grenzwerte der Ableitungsfunktion.

lim f/(z) = lim0=0
xiO ziO
2 2
. / o . _ _ _
Im fi(=) = 1?0( (x—1>2> I

f ist an der Stelle = 0 nicht differenzierbar.

Die Abweichung zwischen lim f'(z) und lim f’(z) beweist, dass der Graph im Punkt
50 220

(0] — 1) einen ,Knick® hat. Der zugehorige Winkel lésst sich leicht berechnen: Auf der
linken Seite verlauft der Graph waagrecht. Rechtsseitig geht der Graph im 63°-Winkel re-
lativ zur Waagrechten nach rechts unten (wegen tan(—63°) ~ —2; Taschenrechnereingabe

Shift|tan). Der Knickwinkel ergibt sich aus 180° — 63°.

Knickwinkel im Punkt (0] —1): etwa 117°

1) Wertetabelle:

z|0]1[2]3] 4 [5[6] 7 | 8 9 [ 10
y|-1| —|3[2[1,67 15| 14133129 1,25] 1,22
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m) Graph der Funktion:
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