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Vorwort zur ersten Auflage

Beim Studium von Gruppendarstellungen interessiert man sich unter anderem für die Frage, ob eine
gegebene Darstellung die direkte Summe irreduzibler Teildarstellungen ist. Für den Fall uniẗarer Dar-
stellungen kompakter (damit auch unimodularer) Gruppen wird dieses Problem durch den Satz gelöst,
dass solche Darstellungen direkte Summen endlichdimensionaler, irreduzibler Teildarstellungen sind
([8], Seite 265).

1969 gelang Ray A. Kunze eine Verallgemeinerung dieses Satzes: Jede quadratintegrierbare Darstel-
lung einer unimodularen, lokalkompakten Gruppe lässt sich zerlegen in eine direkte Summe irreduzibler
Darstellungen ([1], Seite 454 bis 459).

Kunze beweist diese Behauptung, indem er sie auf folgenden Satzüber Hilbertalgebren zurückführt: Jede
quadratintegrierbare Darstellung einer Hilbertalgebra ist die direkte Summe von irreduziblen Teildarstel-
lungen.

Die Aufgabe bei der vorliegenden Arbeit bestand darin, den Beweis des genannten Satzesüber die Grup-
pendarstellungen in allen Einzelheiten auszuführen und dabei auf den Begriff

”
quadratintegrierbare Dar-

stellung einer Hilbertalgebra“ zu verzichten. Dadurch, dass der Satzüber die Hilbertalgebren nicht mehr
in voller Allgemeinheit bewiesen werden muss, ergibt sich eine gewisse Vereinfachung.

Beim Beweis werden zunächst, ausgehend von der gegebenen GruppeG und der gegebenen Gruppen-
darstellungS, eine maximale HilbertalgebraA(G) und eine Darstellung vonA(G) eingef̈uhrt. Sp̈ater
erweist es sich als ausreichend, eine gewisse TeildarstellungL der linksregul̈aren Darstellung vonA(G)
zu untersuchen.

Schwierigkeiten tauchten auf, als sich herausstellte, dass der DarstellungsraumK vonL im Allgemeinen
keineH∗-Algebra ist, wie in ([1], Seite 458) behauptet. Der Versuch, mit dem vonK aufgespannten,
biinvarianten, abgeschlossenen Raum zu arbeiten, scheiterte, da es mir nicht gelang zu beweisen, dass
sich die Normeigenschaft der Multiplikation auf diesen biinvarianten Raumübertr̈agt. Eine M̈oglichkeit
hätte darin bestanden, den Satz zu verwenden, dass jedes vom Nullideal verschiedene Linksideal einer
maximalen Hilbertalgebra ein nichttriviales, selbstadjungiertes, idempotentes Element besitzt. Dieser
Satz wird in ([4], Seite 271 bis 272) mit Hilfe des Spektralsatzes bewiesen. Schließlich stellte sich heraus,
dass der Beweis m̈oglich ist, wenn man nicht alle Linksideale vonK betrachtet, sondern nur spezielle,
nämlich die linksinvarianten Teilräume; dadurch k̈onnen die S̈atzeüber Linksideale inH∗-Algebren fast
wörtlich übernommen werden. Zudem fällt damit auch der etwas kompliziertëAquivalenzbeweis f̈ur
Linksideale und linksinvariante Teilräume weg.

Zum Schluss m̈ochte ich mich bei Herrn Diplom-Mathematiker W. Krautwald für die Betreuung bei
dieser Arbeit bedanken.

Vorwort zur zweiten Auflage

Gegen̈uber der ersten Auflage wurde das Layout verbessert. Einige Flüchtigkeitsfehler konnten korrigiert
werden. Ferner erfolgte eine Anpassung der Arbeit an die neue Rechtschreibung. Einige Formulierungen
wurden geringf̈ugig modifiziert.
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1 Formulierung des Satzes

Thema dieser Arbeit ist der folgende, von Ray A. Kunze 1970 veröffentlichte Satz:

Satz 1
Jede quadratintegrierbare DarstellungS einer unimodularen, lokalkompakten GruppeG lässt sich zer-
legen in eine direkte Summe irreduzibler, quadratintegrierbarer Darstellungen.

Der Begriff
”
quadratintegrierbare Darstellung“ ist im folgenden Sinn zu verstehen:

Definition 2
G sei eine unimodulare, lokalkompakte Gruppe,H ein komplexer Hilbertraum. Eine AbbildungS von
G in die GruppeU(H) der uniẗaren Operatoren aufH heißtunit äre Darstellung vonG auf H, wenn
S ein Gruppenhomomorphismus und stark stetig ist, das heißt wenn für jedesv ∈ H die Abbildung
x 7→ S(x)v stetig ist.H heißt derDarstellungsraumvonS.

Definition 3
Eine uniẗare DarstellungS vonG aufH heißtquadratintegrierbar , wenn f̈ur alle v, w ∈ H die Abbil-
dungx 7→ (S(x)v, w) quadratintegrierbar aufG ist.

Literatur: Zu (1): [1], Seite 459
Zu (2): [7], Seite 127
Zu (3): [1], Seite 454

2 Zur ückführung auf Hilbertalgebren

Im Folgenden zeigt es sich, dass es zum Beweis von Satz 1 ausreicht, einen analogen Satzüber eine
gewisse Hilbertalgebra zu beweisen.

Aussage 4
G sei eine unimodulare, lokalkompakte Gruppe,Cc(G) die Menge der stetigen, komplexwertigen Funk-
tionen aufG mit kompaktem Tr̈ager. Definiert man

(f ∗ g)(x) :=
∫
G

f(xy−1) g(y) dy für f, g ∈ Cc(G), x ∈ G,

f∗(x) := f(x−1) für f ∈ Cc(G), x ∈ G,

(f, g) :=
∫
G

f(x) g(x) dx für f, g ∈ Cc(G),

so wird dadurchCc(G) zu einer Hilbertalgebra.

Beweis:

Istλ1, λ2 ∈ C undf1, f2 ∈ Cc(G) mit kompaktem Tr̈agerT1 bzw.T2, so ist auchλ1f1+λ2f2 stetig; falls
x nicht in der kompakten MengeT1 ∪ T2 liegt, ist (λ1f1 + λ2f2)(x) = 0; Cc(G) ist also ein komplexer
Vektorraum.

Für festesx ∈ G und für f, g ∈ Cc(G) ist die Abbildungy 7→ f(xy−1) g(y) stetig mit kompaktem
Träger; daher ist die obige Definition der Multiplikation durch das Faltungsintegral sinnvoll. Nun sei
wiederf1, f2 ∈ Cc(G) mit kompaktem Tr̈agerT1 bzw.T2. Außerdem seienx0 ∈ G undε > 0 beliebig
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geẅahlt. Wegenf2 ∈ Cc(G) ist M := sup{|f2(x)|;x ∈ G} endlich. Wie etwa in [7], Seite 109 bis 110
gezeigt wird, gibt es eine UmgebungV des Einselements, sodass|f1(x)− f2(y)| < ε für allex, y ∈ G
mit xy−1 ∈ V gilt. Es sei nunx ∈ V x0. Dann gilt f̈ur alley ∈ G wegen(xy−1)(x0y

−1)−1 = xx−1
0 ∈ V

die Ungleichung|f1(xy−1)− f1(x0y
−1)| < ε. Daraus folgt weiter:

|(f1 ∗ f2)(x)− (f1 ∗ f2)(x0)| = |
∫
G

f1(xy−1) f2(y) dy −
∫
G

f1(x0y
−1) f2(y) dy|

≤
∫
T2

|f1(xy−1)− f1(x0y
−1)|M dy

≤ Mµ(T2) ε für allex ∈ V x0.

Somit istf1 ∗ f2 im beliebig geẅahlten Punktx0 stetig.

Nun seix /∈ T1T2. Ist y ∈ G, so sind zwei F̈alle möglich: Im ersten istxy−1 ∈ T1, alsox ∈ T1y.
Wärey ∈ T2, so ẅarex ∈ T1T2, entgegen der Voraussetzung. Daher istf2(y) = 0. Im zweiten Fall
ist xy−1 /∈ T1, alsof1(xy−1) = 0. Fasst man die beiden Fälle zusammen, so folgt ausx /∈ T1T2 stets
f1(xy−1)f2(y) = 0 und weiter(f1 ∗ f2)(x) = 0. Da T1T2 kompakt ist (siehe [7], Seite 109), gehört
f1 ∗ f2 zuCc(G).

Die Multiplikation ∗ erfüllt das Assoziativgesetz:

((f ∗ g) ∗ h)(x) =
∫
G

(f ∗ g)(xy−1) h(y) dy

=
∫
G

∫
G

f(xy−1z−1) g(z) dz h(y) dy

=
∫
G

∫
G

f(xz−1) g(zy−1) dz h(y) dy

=
∫
G

f(xz−1)
∫
G

g(zy−1) h(y) dy dz

=
∫
G

f(xz−1) (g ∗ h)(z) dz

= (f ∗ (g ∗ h))(x) für f, g, h ∈ Cc(G), x ∈ G.

Die Rechenregeln

(f1 + f2) ∗ g = f1 ∗ g + f2 ∗ g,

g ∗ (f1 + f2) = g ∗ f1 + g ∗ f2,

(λf1) ∗ f2 = f1 ∗ (λf2) = λ(f1 ∗ f2)

für f1, f2, g ∈ Cc(G), λ ∈ C folgen aus den Linearitätseigenschaften des Integrals.

Also istCc(G) eine AlgebräuberC.

Ist f ∈ Cc(G) mit kompaktem Tr̈agerT , so ist die Funktionf∗ : x 7→ f(x−1) stetig mit kompaktem
TrägerT−1; es ist also auchf∗ ∈ Cc(G).
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Ebenso leicht sind die Rechenregeln für die Involution zu zeigen:

f∗∗ = f,

(f + g)∗ = f∗ + g∗,

(λf)∗ = λf∗,

(f ∗ g)∗ = g∗ ∗ f∗

für f, g ∈ Cc(G), λ ∈ C.

Als Beispiel diene das letzte Gesetz:

(f ∗ g)∗(x) = (f ∗ g)(x−1)

=
∫
G

f(x−1y−1) g(y) dy

=
∫
G

g(yx−1) f(y−1) dy

=
∫
G

g∗(xy−1) f∗(y) dy

= (g∗ ∗ f∗)(x)

für beliebigesx ∈ G. Also ist∗ eine Involution aufCc(G).

Durch(f, g) :=
∫
G

f(x) g(x) dx wird offensichtlich ein Skalarprodukt definiert, dasCc(G) zum Pr̈ahil-

bertraum macht.

Außerdem gilt:

(f, g) =
∫
G

f(x) g(x) dx

=
∫
G

g(x−1) f(x−1) dx

=
∫
G

g∗(x) f∗(x) dx

= (g∗, f∗)

für f, g ∈ Cc(G).

(f ∗ g, h) =
∫
G

(f ∗ g)(x) h(x) dx

=
∫
G

∫
G

f(xy−1) g(y) dy h(x) dx

=
∫
G

g(y)
∫
G

f(xy−1) h(x) dx dy

=
∫
G

g(y)
∫
G

f∗(yx−1) h(x) dx dy
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=
∫
G

g(y) (f∗ ∗ h)(y) dy

= (g, f∗ ∗ h)

für f, g, h ∈ Cc(G).

Etwas gr̈oßer ist der Aufwand, um die Stetigkeit der Linksmultiplikation zu beweisen:

Für f, g ∈ Cc(G) ⊂ L1(G) ∩ L2(G) gilt:

||f ∗ g||22 =
∫
G

|(f ∗ g)(x)|2 dx

=
∫
G

|
∫
G

f(xy−1) g(y) dy|2 dx

=
∫
G

|
∫
G

f(y−1) g(yx) dy|2 dx

≤
∫
G

∫
G

|f(y−1) g(yx)| dy

2

dx

=
∫
G

∫
G

|f(y−1) g(yx)| dy

 ∫
G

|f(z−1 ) g(zx)| dz

 dx

=
∫
G

∫
G

∫
G

|g(yx) g(zx)| dx |f(y−1) f(z−1)| dy dz

≤ ||g||22||f ||12.

Dabei wurde im letzten Schritt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung angewandt. Zieht man die Wurzel, so
ergibt sich mit||f ∗ g||2 ≤ ||f ||1||g||2 die Stetigkeit der Abbildungg 7→ f ∗ g.

Als letztes bleibt noch zu zeigen, dass die Produktef ∗ g mit f, g ∈ Cc(G) dicht in Cc(G) liegen.
Im Satzüber die Existenz eines approximativen Einselements inL1(G) (siehe [7], Seite 124) wird zu
vorgegebenemf ∈ Cc(G) und ε > 0 eine UmgebungV des Einselements mit folgender Eigenschaft
angegeben: F̈ur alle Funktioneng ∈ L1(G) mit g ≥ 0 und

∫
G

g(x) dx = 1, die außerhalb vonV

verschwinden, gilt||f ∗g−f ||2 < ε. Dabei kann die UmgebungV ohne Beschr̈ankung der Allgemeinheit
relativ-kompakt und offen angenommen werden.

Funktioneng mit den angegebenen Eigenschaften gibt es tatsächlich. DennV entḧalt eine kompakte
UmgebungC des Einselements. Etwa nach [7], Seite 7 gibt es dann eine stetige, reellwertige Funktiong
aufG mit g ≥ 0, g(x) = 1 für x ∈ C undg(x) = 0 für x /∈ V . Da das Haar-Maß einer offenen Menge
nicht Null sein kann, giltµ(C) > 0 und folglich∫

G

g(x) dx ≥
∫
C

g(x) dx = µ(C) > 0;

durch Multiplikation mit einer positiven Konstante kann man sogar
∫
G

g(x) dx = 1 erreichen. DaV

relativ-kompakt ist, liegtg sogar inCc(G).

Nun besagt die Ungleichung||f ∗g−f ||2 < ε für ein solchesg aber, dass allef ∈ Cc(G) durch Produkte
f ∗ g mit f, g ∈ Cc(G) approximiert werden k̈onnen.

7



Damit erf̈ullt Cc(G) alle Bedingungen f̈ur eine Hilbertalgebra.

Definition 5
Ein ∗-Algebra-HomomorphismusT von einer HilbertalgebraA in die involutive AlgebraL(H) der
stetigen, linearen Operatoren auf einem komplexen HilbertraumH heißt Darstellung von A auf H,
wenn die lineare Ḧulle der Menge{T (a)v; a ∈ A, v ∈ H} dicht inH liegt.

Bemerkung 6
Ist A eine Hilbertalgebra, so ist wie bei jedem Prähilbertraum die Vervollständigung zu einem Hilbert-
raumH möglich. Durch die Definition

( lim
n→∞

an)∗ := lim
n→∞

an
∗ für an ∈ A

wird die Involution auf ganzH fortgesetzt.

Folgendes Verfahren wird angewandt, um die Multiplikation fortzusetzen (führt aber im Allgemeinen
nicht zu einer Multiplikation auf ganzH): Durch

Uab := ab, Vab := ba für a, b ∈ A

werden stetige, lineare OperatorenUa bzw. Va auf A definiert. Eine Fortsetzung zu stetigen, linearen
OperatorenUa bzw.Va aufH ist möglich, wenn man f̈ur a, bn ∈ A definiert:

Ua( lim
n→∞

bn) := lim
n→∞

Uabn, Va( lim
n→∞

bn) := lim
n→∞

Vabn.

Nun ist durch

Uab := Vb a, Vab := Ub a für a ∈ H, b ∈ A

ein linearer, im Allgemeinen nicht stetiger Operator aufA bestimmt. Fallsa ∈ A ist, stimmen diese
Definitionen vonUa bzw.Va mit den fr̈uherenüberein.

Ist Ua stetig, so heißta linksbeschr̈ankt, ist Va stetig, so heißta rechtsbeschr̈ankt. Links- und Rechtsbe-
schr̈anktheit sindäquivalent, sodass man vonbeschr̈anktenElementen schlechthin spricht. Die Menge
aller beschr̈ankten Elemente sei mit̂A bezeichnet.

Für a ∈ Â lässt sich jetzt wie obenUa bzw.Va zu einem stetigen, linearen OperatorUa bzw.Va fortset-
zen. Definiert man

ab := Ua b(= Vb a) für a, b ∈ Â,

so macht diese Multiplikation̂A wieder zu einer Hilbertalgebra, der zuA geḧorigen maximalen Hilbert-
algebra.

Wiederholt man das Verfahren, bildet man alsoˆ̂
A, so erḧalt man wiederÂ.

Die Vervollsẗandigung vonCc(G) ist der HilbertraumL2(G). Die zuCc(G) geḧorige maximale Hilbert-
algebra sei mitA(G) bezeichnet. Die Multiplikation inA(G) sei ab jetzt durch Hintereinanderschreiben
der Faktoren ausgedrückt.

Aussage 7
G sei eine unimodulare, lokalkompakte Gruppe,S eine quadratintegrierbare Darstellung vonG auf dem
Hilbertraum H. Dann gibt es genau eine stetige, lineare AbbildungT̃ von L2(G) nachL(H) mit der
definierenden Eigenschaft

(T̃ (f) v, w) =
∫
G

(S(x) v, w) f(x) dx für f ∈ L2(G), v, w ∈ H.
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Beweis:

Es wird bei festemw ∈ H die Abbildung vonH nachL2(G) betrachtet, die jedemv ∈ H die Funktion
Rvw : x 7→ (S(x)v, w) zuordnet. (Zur Vereinfachung der Sprechweise sei hier nur von Funktionen
die Rede anstatt von Klassenäquivalenter Funktionen.) Wegen der Linearität des OperatorsS(x) ist die
Abbildungv 7→ Rvw selbst linear.

Als nächstes wird die Abgeschlossenheit dieser Abbildungv 7→ Rvw gezeigt: Es konvergiere nämlich
vn gegenv undRvnw gegenR ∈ L2(G) (im Sinne derL2(G)-Norm). Ausvn → v ergibt sich

Rvnw(x) = (S(x)vn, w) → (S(x)v, w) = Rvw(x) für allex ∈ G.

Damit folgtRvw(x) = R(x) für allex ∈ G außerhalb einer Nullmenge. Wegen

||Rvnw −Rvw||2 ≤ ||Rvnw −R||2 + ||R−Rvw||2

konvergiertRvnw gegenRvw in derL2(G)-Norm.

Damit ist die betrachtete Abbildungv 7→ Rvw abgeschlossen, nach dem Satz vom abgeschlossenen
Graphen also auch stetig, das heißt es gilt

(a) ||Rvw||2 ≤ Aw||v|| für allev ∈ H,

wobeiAw eine nichtnegative Konstante ist.

Analog kann man zeigen:

(b) ||Rvw||2 ≤ Bv||w|| für allew ∈ H.

Nun seif eine beliebige Funktion ausL2(G). Da auchRvw nach Voraussetzung inL2(G) liegt, folgt
aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

∫
G

|Rvw(x) f(x)| dx ≤

∫
G

|Rvw(x)|2 dx

1/2 ∫
G

|f(x)|2 dx

1/2

< ∞.

Daher istx 7→ Rvw(x) f(x) eineL1(G)-Funktion. Das Integral
∫
G

Rvw(x) f(x) dx ist also f̈ur beliebige

v, w ∈ H definiert.

Die Abscḧatzung durch die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt außerdem zusammen mit (a) und (b):

(c) |
∫
G

Rvw(x) f(x) dx| ≤ Aw||v|| ||f ||2,

(d) |
∫
G

Rvw(x) f(x) dx| ≤ Bv||w|| ||f ||2

für f ∈ L2(G) undv, w ∈ H.

Die Ungleichung (d) beweist, dass die Abbildungw 7→
∫
G

Rvw(x) f(x) dx eine stetige Linearform auf

H ist. Es gibt also nach dem Satz von Riesz einen linearen EndomorphismusT̃ (f) aufH, sodass

(w, T̃ (f)v) =
∫
G

Rvw(x) f(x) dx,
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also auch

(T̃ (f)v, w) =
∫
G

Rvw(x) f(x) dx

für allev, w ∈ H ist.

Es konvergiere nunvn gegenv undT̃ (f)vn gegenv0. Wegen (c) gilt

(T̃ (f)vn, w) → (T̃ (f)v, w) für allew ∈ H.

Andererseits gilt nach Voraussetzung

(T̃ (f)vn, w) → (v0, w) für allew ∈ H.

Somit folgtv0 = T̃ (f)v, und die lineare Abbildung̃T (f) ist abgeschlossen, also auch stetig nach dem
Satz vom abgeschlossenen Graphen.

Damit ist die Existenz einer Abbildung̃T : L2(G) → L(H) gezeigt, die der Bedingung

(T̃ (f)v, w) =
∫
G

(S(x)v, w) f(x) dx

gen̈ugt.

Die Eindeutigkeit vonT̃ folgt unmittelbar aus dieser Bedingung.

Zu zeigen ist als n̈achstes die Linearität vonT̃ :

Für λ1, λ2 ∈ C, f1, f2 ∈ L2(G), v, w ∈ H gilt:

(T̃ (λ1f1 + λ2f2)v, w) =
∫
G

(S(x)v, w) (λ1f1(x) + λ2f2(x)) dx

= λ1

∫
G

(S(x)v, w) f1(x) dx + λ2

∫
G

(S(x)v, w) f2(x) dx

= λ1(T̃ (f1)v, w) + λ2(T̃ (f2)v, w)
= ((λ1T̃ (f1) + λ2T̃ (f2))v, w).

Daraus folgtT̃ (λ1f1 + λ2f2) = λ1T̃ (f1) + λ2T̃ (f2).

Schließlich istT̃ stetig im Sinne der Normtopologien aufL2(G) undL(H): Es konvergiere n̈amlich die
Folge(fn)n∈N mit fn ∈ L2(G) gegenf in der || ||2-Norm undT̃ (fn) gegenU ∈ L(H) in der Opera-
tornorm. Daraus folgt(T̃ (fn)v, w) → (Uv, w) für beliebigev, w ∈ H. Andererseits gilt wegen (c) auch
(T̃ (fn)v, w) → (T̃ (f)v, w). Da der Limes eindeutig bestimmt ist, folgt hieraus(T̃ (f)v, w) = (Uv, w)
und weiterT̃ (f) = U . T̃ ist also abgeschlossen und damit auch stetig.

Aussage 8
Die AbbildungT̃ : L2(G) → L(H) aus (7) hat folgende Eigenschaften:

T̃ (Vgf) = T̃ (f)T̃ (g),
T̃ (Ugf) = T̃ (g)T̃ (f),

T̃ (f∗) = (T̃ (f))∗

für f ∈ L2(G), g ∈ A(G). Dabei seiVg beziehungsweiseUg die kanonische Fortsetzung der Rechts-
beziehungsweise Linksmultiplikation vonCc(G) gem̈aß (6).
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Beweis:

a) Zun̈achst seif, g ∈ Cc(G). Für v, w ∈ H gilt:

(T̃ (fg)v, w) =
∫
G

(S(x)v, w) (fg)(x) dx

=
∫
G

∫
G

(S(x)v, w) f(xy−1) g(y) dy dx

=
∫
G

∫
G

(S(xy)v, w) f(x) g(y) dy dx

=
∫
G

∫
G

(S(x)S(y)v, w) f(x) g(y) dy dx

=
∫
G

∫
G

(S(y)v, (S(x))∗w) g(y) dy f(x) dx

=
∫
G

(T̃ (g)v, (S(x))∗w) f(x) dx

=
∫
G

(S(x) T̃ (g)v, w) f(x) dx

= (T̃ (f) T̃ (g)v, w).

Daraus folgtT̃ (fg) = T̃ (f)T̃ (g) für f, g ∈ Cc(G).

b) Nun seif ∈ Cc(G), g ∈ A(G), gn → g mit gn ∈ Cc(G). Dann gilt wegenfgn → fg:

T̃ (fg)
(7)
= lim

n→∞
T̃ (fgn)

a)
= lim

n→∞
T̃ (f) T̃ (gn)

= T̃ (f) lim
n→∞

T̃ (gn)

(7)
= T̃ (f) T̃ (g).

c) Im dritten Schritt seif ∈ L2(G), g ∈ A(G) undfn → f mit fn ∈ Cc(G). Man erḧalt

T̃ (Vgf)
(7)
= lim

n→∞
T̃ (fng)

b)
= lim

n→∞
T̃ (fn) T̃ (g)

(7)
= T̃ (f) T̃ (g).

Ebenso zeigt mañT (Ugf) = T̃ (g) T̃ (f).

d) Der zweite Teil der Behauptung ergibt sich folgendermaßen: Für f ∈ L2(G), v, w ∈ H gilt:

(T̃ (f∗)v, w) =
∫
G

(S(x)v, w) f∗(x) dx

=
∫
G

(S(x)v, w) f(x−1) dx

11



=
∫
G

(w,S(x)v) f(x−1) dx

=
∫
G

((S(x))∗w, v) f(x−1) dx

=
∫
G

(S(x−1)w, v) f(x−1) dx

=
∫
G

(S(x)w, v) f(x) dx

= (T̃ (f)w, v)
= (v, T̃ (f), w).

Daraus folgtT̃ (f∗) = (T̃ (f))∗ für allef ∈ L2(G).

Aussage 9
Ist T̃ : L2(G) → L(H) die in (7) definierte Abbildung, so ist die RestriktionT von T̃ aufA(G) eine im
Sinne der|| ||2-Norm und der Operatornorm stetige Darstellung der maximalen HilbertalgebraA(G).

Beweis:

Wegen (7) und (8) istT ein ∗-Algebra-Homomorphismus. Auch die Stetigkeit vonT folgt unmittelbar
aus (7). Es bleibt also nur zu zeigen, dass die lineare Hülle der Menge{T (f) v; f ∈ A(G), v ∈ H}
dicht inH liegt.

Es sei die gegenteilige Annahme richtig. Dann gibt es inH einen Vektorw 6= 0, sodass f̈ur allef ∈ A(G)
und allev ∈ H die Aussage(T (f)v, w) = 0 gilt. Da die Fortsetzung̃T von T stetig ist undA(G)
dicht in L2(G) liegt, folgt sogar(T̃ (f)v, w) = 0 für beliebigef ∈ L2(G) undv ∈ H. Definiert man
f(x) := (S(x)w,w) fürx ∈ G, so istf eineL2(G)-Funktion. Ẅahlt man nunv := w, so ergibt sich dar-
aus

∫
G
|(S(x)w,w)|2 dx =

∫
G

(S(x)w,w) S(x)w,w) dx = 0 und damit(S(x)w,w) = 0 für allex ∈ G

außerhalb einer Nullmenge. Wegen der starken Stetigkeit vonS ist die Abbildungx 7→ (S(x)w,w) ste-
tig, sodass(S(x)w,w) = 0 sogar f̈ur allex ∈ G zutrifft. Wählt man speziell f̈ur x das Einselemente, so
folgt (w,w) = 0 im Widerspruch zuw 6= 0. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Aussage 10
Ein abgeschlossener TeilraumI vonH ist genau dannS-invariant, wenn erT -invariant ist. (Bezeich-
nungen wie in (7))

Beweis:

Zunächst seiI S-invariant. Dann gilt(S(x)v, w) = 0 für x ∈ G, v ∈ I, w ∈ H 	 I. Daraus folgt unter
Berücksichtigung der Definition voñT , dass(T̃ (f)v, w) = 0 für allef ∈ L2(G), v ∈ I, w ∈ H 	 I
zutrifft. I ist alsoT̃ -invariant und somit erst rechtT -invariant.

Umgekehrt sei nunI nicht S-invariant. Es existieren alsox0 ∈ G, v ∈ I, w ∈ H 	 I, sodass
α := (S(x0)v, w) ungleich 0 ist. Wegen der starken Stetigkeit vonS und der Cauchy-Schwarz-Unglei-

chung gibt es eine UmgebungV von x0, sodass|(S(x)v, w)| ≥ |α|
2

für alle x ∈ V gilt. Dabei kann

ohne Beschr̈ankung der AllgemeinheitV als integrierbar vorausgesetzt werden. Nun seif die L2(G)-
Funktion, die durch die Beziehungf(x) := (S(x)v, w) für x ∈ G definiert ist. Dann kann man die
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folgende Abscḧatzung machen:

(T̃ (f)v, w) =
∫
G

(S(x)v, w) (S(x)v, w) dx

=
∫
G

|(S(x)v, w)|2 dx

≥
∫
V

|(S(x)v, w)|2 dx

≥ |α|2

4
µ(V )

Da µ ein Haarsches Maß ist, mussµ(V ) > 0 und folglich auch(T̃ (f)v, w) > 0 sein. Der UnterraumI
kann also nicht̃T -invariant sein.

WäreI nunT -invariant, so ẅurde ausg ∈ A(G) undv ∈ I auchT (g)v ∈ I folgen. Da nach (7)̃T stetig
bez̈uglich derL2(G)-Norm und der Operatornorm inL(H) ist undA(G) in L2(G) dicht liegt im Sinne
derL2(G)-Norm, wäre also auch̃T (g)v ∈ I für alleg ∈ L2(G) richtig; I ist nämlich abgeschlossen.
Nach dem oben Bewiesenen ist das aber nicht möglich.I ist infolgedessen nichtT -invariant.

Es folgt nun die Behauptung̈uber die maximale HilbertalgebraA(G), auf die Satz 1 zurückgef̈uhrt wird.

Aussage 11
Die DarstellungT vonA(G), die in (7) und (9) definiert wurde, lässt sich zerlegen in eine direkte Summe
irreduzibler Darstellungen.

Beweis: In den folgenden Abschnitten (3. bis 6.)

Aussage 12
Um Satz 1̈uber eine unimodulare, lokalkompakte GruppeG zu beweisen, genügt es, Aussage 11̈uber
die maximale HilbertalgebraA(G) zu zeigen.

Beweis:
Falls (11) richtig ist, l̈asst sichH zerlegen in eine direkte SummeT -irreduzibler, abgeschlossener Un-
terr̈aume. Gem̈aß (10) sind aber dieT -Invarianz und dieS-Invarianz abgeschlossener Teilräumeäquiva-
lent. Dasselbe gilt daher auch für die Irreduzibiliẗat von Unterr̈aumen bzw. von Teildarstellungen.S ist
also direkte Summe irreduzibler Teildarstellungen. Diese Teildarstellungen sind ebenso wieS quadra-
tintegrierbar.

Literatur: Zu (4): [4], Seite 270 bis 271
Zu (5): [1], Seite 455
Zu (6): [4], Seite 267 bis 269
Zu (7): [1], Seite 455; [2], Seite 56 bis 57
Zu (8) bis (12): [1], Seite 455, 457, 459

3 Beschr̈ankung auf zyklische Darstellungen

In diesem Abschnitt seien wiederG die gegebene Gruppe,A(G) die in (6) eingef̈uhrte maximale Hilbert-
algebra undT die in (7) und (9) definierte Darstellung vonA(G) auf dem komplexen HilbertraumH.
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Gem̈aß dem letzten Ergebnis (12) beschäftigt sich der Rest der Arbeit mit dem Beweis von (11). Dabei
ergibt sich eine Vereinfachung dadurch, dass man sich auf den Fall beschränken kann, in demT zyklisch
ist.

Aussage 13
Ist ein abgeschlossener TeilraumI vonH T -invariant, so ist auchH 	 I T -invariant.

Beweis:

Ist v ∈ H 	 I, so folgt f̈ur allew ∈ I und für allef ∈ A(G) wegenT (f∗)w ∈ I

(T (f)v, w) = (v, (T (f))∗w) = (v, T (f∗)w) = 0.

Also gilt für beliebigef ∈ A(G) und v ∈ H 	 I die AussageT (f)v ∈ H 	 I, das heißtH 	 I ist
T -invariant.

Aussage 14
T lässt sich in eine direkte Summe zyklischer Darstellungen zerlegen.

Beweis:

Es seiv1 6= 0 ein beliebiger Vektor ausH. H1 sei die abgeschlossene Hülle von{T (f)v1; f ∈ A(G)}
in H. H1 ist abgeschlossener Unterraum vonH. Wäre nunT (g)v1 = 0 für alleg ∈ A(G) richtig, so
würden wegen(T (f)v, v1) = (v, T (f∗)v1) alle VektorenT (f)v mit f ∈ A(G), v ∈ H in H 	 Cv1

liegen, und die lineare Ḧulle von{T (f)v; f ∈ A(G), v ∈ H}wäre nicht dicht inH. Also istH1 6= {0}.
Wegen

T (f)( lim
n→∞

T (gn)v1) = lim
n→∞

T (fgn)v1 ∈ H1

ist H1 auchT -invariant. Außerdem istH1 nach Definition zyklischer Teilraum vonH bez̈uglichT .

Es sei nunM die Menge aller Systeme{Hq; q ∈ Q}, für welche dieHq 6= {0} zueinander orthogonale,
bez̈uglich T zyklische, abgeschlossene Teilräume vonH sind.M ist nicht leer, da{H1} ein solches
System ist. Die Inklusion⊂ machtM zu einer halbgeordneten Menge. Ist nun{Sp; p ∈ P} ⊂ M
eine Kette, so sind auch alle Elemente von

⋃
p∈P

Sp zueinander orthogonale,T -zyklische, abgeschlossene

Teilräume vonH und ungleich dem Nullraum;
⋃

p∈P
Sp geḧort also ebenfalls zuM. Damit ist die Voraus-

setzung des Zornschen Lemmas erfüllt und die Existenz eines maximalen Elements{Hq; q ∈ Q} ∈ M
bewiesen.

Dann gilt aberH =
⊕
q∈Q

Hq. Andernfalls g̈abe es n̈amlich in demT -invarianten TeilraumH 	 (
⊕
q∈Q

Hq)

einen Vektorv0 6= 0. Wie schon im ersten Teil des Beweises gezeigt, gäbe es einen vom Nullraum
verschiedenen, zyklischen TeilraumH0 vonH	 (

⊕
q∈Q

Hq). Dann ẅare aber{Hq; q ∈ Q}∪{H0} ein zu

M geḧorendes System und somit{Hq; q ∈ Q} nicht maximal.H ist infolgedessen die direkte Summe
derT -zyklischen Unterr̈aumeHq.

Aussage 15
Im Beweis von (11) genügt es, die Zerlegbarkeit jeder zyklischen Teildarstellung vonT zu zeigen.
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Beweis:

Die Zerlegbarkeit sei bereits für alle zyklischen Teildarstellungen vonT bewiesen. Wegen (14) lässt
sich nunH in eine direkte Summe zyklischer Unterräume zerlegen. Gem̈aß der Annahme ist jeder der
Summanden weiter zerlegbar in eine direkte SummeT -irreduzibler Unterr̈aume. Damit gilt (11) auch
für die AusgangsdarstellungT .

Literatur: Zu (14): [6], Seite 253
Zu (15): [1], Seite 457

4 Beschr̈ankung auf eine Teildarstellung der linksregul̈aren Darstellung

In diesem Abschnitt seien wiederG die gegebene Gruppe,A(G) die in (6) eingef̈uhrte maximale Hilbert-
algebra undT die in (7) und (9) definierte Darstellung vonA(G) auf dem komplexen HilbertraumH.
Gem̈aß dem Ergebnis (15) sei eine zyklische Teildarstellung vonT gegeben, die der Einfachheit halber
wieder mitT bezeichnet werde;z 6= 0 sei ein fester zyklischer Vektor vonT . Wie bisher seĩT die stetige
Fortsetzung der DarstellungT aufL2(G).

Eine weitere Vereinfachung beim Beweis von (11) ergibt sich nun, wenn man den Zusammenhang zwi-
schenT und der linksregul̈aren Darstellung vonA(G) untersucht.

Aussage 16
Es existiert eine stetige, lineare AbbildungU : H 7→ L2(G), sodass folgende Bedingung erfüllt ist:

(Uv, g) = (v, T (g)z) für alle v ∈ H, g ∈ A(G)

Beweis:

DurchU∗g := T̃ (g)z wird eine stetige, lineare AbbildungU∗ : L2(G) → H definiert. Dann ist auch
die adjungierte AbbildungU := U∗∗, die H in L2(G) überf̈uhrt, stetig und linear. Schließlich gilt für
beliebigev ∈ H, g ∈ A(G):

(Uv, g) = (U∗∗v, g) = (v, U∗g) = (v, T̃ (g)z) = (v, T (g)z).

Aussage 17
Die in (16) definierte AbbildungU ist injektiv.

Beweis:

Es seiUv = 0 für einv ∈ H. Dann gilt nach (16), dass(v, T (g)z) = 0 für alleg ∈ A(G) zutrifft. Da z
ein zyklischer Vektor ist, liegt die Menge{T (g)z; g ∈ A(G)} dicht inH. Also istv = 0.

In den Aussagen (18) und (19) sei wie in (6)Uf die stetige Fortsetzung der Linksmultiplikation mitf
auf ganzL2(G).

Aussage 18
Für f ∈ A(G), v ∈ H gilt Uf (Uv) = UT (f)v.
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Beweis:

(Uf (Uv), g) = (Uv, f∗g)
(16)
= (v, T (f∗g)z)
= (v, T (f∗) T (g)z)
= (v, (T (f))∗ T (g)z)
= (T (f)v, T (g)z)

(16)
= (UT (f)v, g)

ist für alleg ∈ A(G) richtig.

Aussage 19
Bezeichnet man mitK die abgeschlossene Hülle vonU(H) in L2(G), so istK ein abgeschlossener,
links A(G)-invarianter Teilraum vonL2(G). Ist L′ die linksregul̈are Darstellung vonA(G) auf L2(G),
definiert durch

L′(f)g := Uf (g) für f ∈ A(G), g ∈ L2(G),

so definiertK also eine TeildarstellungL vonL′.

Beweis:

Ist k ∈ K, so gibt es eine Folge(vn)n∈N ausH mit Uvn → k. Für jedesf ∈ A(G) gilt dann

Uf (k) = Uf ( lim
n→∞

Uvn)

= lim
n→∞

(Uf (Uvn))

(18)
= lim

n→∞
(UT (f)vn) ∈ K.

Damit ist alsoK links A(G)-invariant.

Aussage 20
Für U (Definition in (16)) existiert die polare ZerlegungU = V W ; dabei istV eine uniẗare Abbil-
dung vonH auf K (Definition in (19);W ist ein hermitescher Operator aufH und mit jedem linearen
Operator ausL(H) vertauschbar, mit demU∗U vertauschbar ist.

Beweis:

U∗U : H → H ist ein hermitescher Operator mit(U∗Uv, v) = (Uv, Uv) ≥ 0 für allev ∈ H, das heißt
U∗U ≥ 0. Damit existiert die positive QuadratwurzelW := +

√
U∗U . W ist hermitesch aufH und mit

jedem Operator ausL(H) vertauschbar, mit demU∗U vertauschbar ist.

Wegen

(Wv,Wv) = (W 2v, v) = (U∗Uv, v) = (Uv, Uv)

gilt f ür alle v ∈ H die Beziehung||Wv|| = ||Uv||. Daher kann man wie folgt eine lineare Isometrie
V : W (H) → U(H) = K definieren:

(a) V ( lim
n→∞

Wvn) := lim
n→∞

Uvn für vn ∈ H
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Denn falls(Wvn)n∈N mit vn ∈ H konvergiert, gilt nach Cauchy||Wvn −Wvm|| → 0 für n, m →∞,
also auch

||Uvn − Uvm|| = ||U(vn − vm)|| = ||W (vn − vm)|| = ||Wvn −Wvm|| → 0 für n, m →∞,

das heißt auch(Uvn)n∈N konvergiert in dem vollsẗandigen RaumU(H) = K.

Außerdem ist die Definition vonV repr̈asentantenunabhängig: Es sei n̈amlich (wn)n∈N eine weitere
Folge ausH, für die (Wwn)n∈N gegen lim

n→∞
Wvn konvergiert. Unter dieser Voraussetzung ist wegen

||W (wn − vn)|| = ||U(wn − un)|| mit der Folge(W (wn − vn))n∈N auch(U(wn − vn))n∈N eine
Nullfolge; damit gilt aber lim

n→∞
Uvn = lim

n→∞
Uwn.

Die Isometrieeigenschaft, die GleichungU = V W und die Surjektiviẗat vonV folgen unmittelbar aus
der Definitionsgleichung (a).

Zu zeigen ist also nur nochW (H) = H: Es sei ein Vektorv ∈ H 	 W (H) gegeben. Dann kann
man auf(Wv,w) = (v,Ww) = 0 für beliebigew ∈ H schließen. Also istWv = 0 und weiter
||Uv|| = ||Wv|| = 0. Wegen der in (17) gezeigten Injektivität vonU ist v = 0. Der Abschluss des
TeilraumsW (H), auf demV definiert ist, ist also gleichH.

Aussage 21
Die DarstellungenT undL vonA(G) sind uniẗar äquivalent. Es gilt n̈amlich

V T (f)V ∗ = L(f) für alle f ∈ A(G).

Beweis:

a) Für f ∈ A(G), v ∈ H gilt nach (16)(v, U∗f) = (Uv, f) = (v, T (f)z), das heißtU∗f = T (f)z
für jedesf ∈ A(G). Aufgrund der Stetigkeit vonU∗ : L2(G) → H und vonT̃ : L2(G) → L(H) folgt
darausU∗f = T̃ (f)z für allef ∈ L2(G).

b) Für f ∈ A(G) gilt U∗UT (f)z = T (f)U∗Uz. Das ergibt sich n̈amlich aus der folgenden Gleichung:

U∗UT (f)z
(18)
= U∗(Uf (Uz))
a)
= T̃ (Uf (Uz))z
(8)
= T̃ (f)T̃ (Uz)z
a)
= T (f)U∗Uz

c) Für f ∈ A(G), v ∈ H gilt U∗UT (f)v = T (f)U∗Uv. Man kann n̈amlich für g ∈ A(G) schließen:

U∗UT (f)T (g)z = U∗UT (fg)z
b)
= T (fg)U∗Uz

= T (f)T (g)U∗Uz

b)
= T (f)U∗UT (g)z

Weil die Menge{T (g)z; g ∈ A(G)} dicht inH liegt, folgt daraus die Behauptung.
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d) Nach (20) ist wieU∗U auchW := +

√
U∗U mit T (f) vertauschbar f̈ur beliebigesf ∈ A(G). Damit

ergibt sich f̈ur f ∈ A(G), v ∈ H:

V T (f)V ∗Uv
(20)
= V T (f)V ∗V Wv

(20)
= V T (f)Wv

= V WT (f)v
(20)
= UT (f)v

(18)
= Uf (Uv)
= L(f)Uv

Da die MengeU(H) dicht inK liegt undV , T (f), V ∗ sowieL(f) stetige Operatoren sind, folgt daraus
die behauptete unitäreÄquivalenzV T (f)V ∗ = L(f).

Diese uniẗareÄquivalenz vonT undL legt folgenden, zu (11) analogen Satz nahe:

Aussage 22
Die DarstellungL vonA(G) aufK lässt sich in eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen zerlegen.

Beweis: In den beiden letzten Abschnitten (5 und 6)

Aussage 11 und damit auch Satz 1 lassen sich auf Aussage 22 zurückführen. Es gilt n̈amlich folgende
Behauptung:

Aussage 23
Falls Aussage 22 richtig ist, gilt auch Aussage 11.

Beweis:

Nach (21) besteht zwischenT undL die uniẗareÄquivalenzL(f) = V T (f)V ∗ für allef ∈ A(G). V
und V ∗ bilden die abgeschlossenen Unterräume vonH und K aufeinander ab. DieT -Invarianz eines
abgeschlossenen TeilraumsI vonH ist äquivalent zurL-Invarianz des abgeschlossenen TeilraumsV (I)
von K; dasselbe gilt daher auch für die Irreduzibiliẗat von Unterr̈aumen. Da schließlichV ∗ eine lineare
Isometrie ist, folgt:

FallsK =
⊕
q∈Q

Kq ist, gilt auchH =
⊕
q∈Q

V ∗(Kq).

Ist (22) richtig, so kann man dieKq alsL-irreduzibel annehmen, womitH die direkte Summe derT -
irreduziblen, abgeschlossenen UnterräumeHq := V ∗(Kq) wäre.

Literatur: Zu (16) bis (19): [1], Seite 457 bis 458
Zu (20): [1], Seite 458; [9], Seite 163
Zu (21): [1], Seite 458

5 Eigenschaften des DarstellungsraumsK

Wie bisher seienG die vorgegebene Gruppe,A(G) die in (6) eingef̈uhrte maximale Hilbertalgebra und
T die in (7) und (9) definierte Darstellung vonA(G) aufH. K wurde wie in (19) definiert;L sei wie in
(19) die durchK bestimmte Teildarstellung der linksregulären Darstellung vonA(G).

Da man nach dem letzten Ergebnis (23) zum Beweis von (11) nur die DarstellungL betrachten muss,
werden nunL und der zugeḧorige DarstellungsraumK näher untersucht.
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Aussage 24
Es gibt eine Konstantec > 0 derart, dass||L(f)|| ≤ c||f || für alle f ∈ A(G) gilt.

Beweis:

Nach (9) istT stetig im Sinn der Normtopologien aufA(G) undL(H); es gibt also eine Konstantec > 0,
sodass||T (f)|| ≤ c||f || für allef ∈ A(G) gilt. Daher erḧalt man f̈ur f ∈ A(G), k ∈ K:

||L(f)k|| (21)
= ||V T (f)V ∗k||
≤ ||V || ||T (f)|| ||V ∗|| ||k||
= ||T (f)|| ||k|| (V unitär)

≤ c ||f || ||k||

Daraus ergibt sich||L(f)|| ≤ c ||f ||.

Aussage 25
K ist eine Teilmenge vonA(G).

Beweis:

Für f ∈ A(G), g ∈ K gilt nach (24)

||Uf (g)|| = ||L(f)g|| ≤ c ||f || ||g||.

Daraus folgt, dass die Abbildungf 7→ Ufg = Vgf für jedes beliebigeg ∈ K eine beschr̈ankte, lineare
Abbildung vonA(G) nachL2(G) ist. DaA(G) als maximale Hilbertalgebra definiert wurde, gilt also
K ⊂ A(G).

Aussage 26
Durch< f, g >:= c2(f, g) kann ein neues Skalarprodukt aufL2(G) definiert werden, sodassK mit der
dadurch induzierten Norm eine Banachalgebra ist; dabei istc wie in (24) zu ẅahlen.

Beweis:

Durch die Multiplikation des Skalarprodukts mit einer positiven Konstante bleiben die definierenden
Eigenschaften des Skalarprodukts und die Vollständigkeit erhalten.K bleibt also ein Banachraum.

DassK eine Unteralgebra vonA(G) ist, folgt aus (19) und (25). Außerdem gilt, wenn man die durch
<,> induzierte Norm mit||| ||| bezeichnet, f̈ur allef ∈ A(G) und für alleg ∈ K

|||fg|||2 = < fg, fg >

= c2(fg, fg)
= c2||fg||2

≤ c4||f ||2||g||2

= c2(f, f) c2(g, g)
= < f, f >< g, g >

= |||f |||2|||g|||2,

das heißt|||fg||| ≤ |||f ||| |||g|||.
Im Folgenden wird das neue Skalarprodukt wieder mit(, ) und die neue Norm wieder mit|| || bezeichnet.

19



Aussage 27
Es gilt:

a) K ist linksL2(G)-invariant.

b)
||Uf (g)|| ≤ ||f || ||g||
||Vf (g)|| ≤ ||g|| ||f ||

}
für f ∈ K, g ∈ L2(G)

Beweis:

a) Nach (19) istK links A(G)-invariant. Da die Rechtsmultiplikation mit Elementen ausK ⊂ A(G)
stetig ist, istK sogar linksL2(G)-invariant.

b) Die zweite Behauptung wurde für g ∈ A(G) schon im Beweis von (26) gezeigt. Auch diese Eigen-
schaftübertr̈agt sich auf ganzL2(G). Aus der Tatsache, dass Links- und Rechtsmultiplikation mit dem-
selben Element einer Hilbertalgebra dieselbe Operatornorm haben ([4], Seite 267, vii), folgt schließlich
die letzte Behauptung.

Aussage 28
Für f ∈ K folgt ausf∗f = 0, dassf = 0 erfüllt ist.

Beweis:

Für alle g ∈ A(G) ergibt sich(fg, fg) = (f∗f, gg∗) = 0, alsofg = 0. Für g, h ∈ A(G) folgt nun
(f, hg∗) = (fg, h) = 0. Da der von den Produktenhg∗ aufgespannte Vektorraum dicht inA(G) liegt,
ist f = 0.

Literatur: [1], Seite 458

6 Direkte Zerlegung

Wie bisher seienG die gegebene Gruppe undA(G) die in (6) eingef̈uhrte maximale Hilbertalgebra.L sei
die in (19) definierte Teildarstellung der linksregulären Darstellung vonA(G); K ist der Darstellungs-
raum vonL. Um den Beweis von Satz 1 zu vollenden, wird nun in diesem Abschnitt (22) bewiesen.

In der Originalarbeit ([1], Seite 458 bis 459) wird an dieser Stelle des Beweises behauptet, dassK eine
H∗-Algebra sei. Im weiteren Verlauf wird der Satzüber die direkte Zerlegbarkeit einerH∗-Algebra in
minimale Linksideale verwendet und außerdem gezeigt, dass die minimalen Linksideale inK gleichzei-
tig L-irreduzible, abgeschlossene Unterräume vonK sind.

K ist jedoch im Allgemeinen nicht abgeschlossen gegenüber der Involution∗ und daher nicht zwin-
gend eineH∗-Algebra. Damit ist auch diëAquivalenz von minimalen Linksidealen undL-irreduziblen,
abgeschlossenen Teilräumen im Allgemeinen nicht mehr gültig.

Der Ausweg besteht darin, dass die verwendeten SätzeüberH∗-Algebren abgëandert werden, indem
statt Linksidealen linksL2(G)-invariante Teilr̈aume vonK betrachtet werden.

Aussage 29
Ist H ein Hilbertraum undR : H → H ein selbstadjungierter Operator, so gilt

||Rn|| = ||R||n für alle n ∈ N.
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Beweis:

Für R = 0 ist die Behauptung trivial; es sei alsoR 6= 0. Für Zweierpotenzenn = 2k kann die Aussage
durch vollsẗandige Induktion bewiesen werden:

||R1|| = ||R||1 ist trivial.

Nun gelte bereits||R2k || = ||R||2k
für eink ∈ N. Dann folgt

||R2k+1 || = ||R2k
(R∗)2

k || = ||R2k
(R2k

)∗|| = ||R2k ||2 = ||R||2k+1
.

Nun sein eine beliebige natürliche Zahl und2k ≥ n. Wäre||Rn|| < ||R||n, so ẅurde

||R2k || ≤ ||Rn|| ||R2k−n|| < ||R||n||R2k−n||

folgen;||R2k−n|| = 0 würde n̈amlich

||R||2k
= ||R2k || ≤ ||Rn|| ||R2k−n|| = 0,

alsoR = 0 implizieren. Weiter k̈onnte man

||R2k || < ||R||n||R2k−n|| ≤ ||R||n||R||2k−n = ||R||2k

folgern, im Widerspruch zum bereits bewiesenen Teil. Demnach gilt||Rn|| ≥ ||R||n und aufgrund von
||Rn|| ≤ ||R||n auch||Rn|| = ||R||n.

Aussage 30
Jeder vom Nullraum verschiedene, linksL2(G)-invariante Teilraum vonK entḧalt ein irreduzibles,
selbstadjungiertes, idempotentes Elemente 6= 0.

Beweis:

Wie in (6) sei wiederUa die stetige Fortsetzung der Linksmultiplikation mita auf ganzL2(G). Für
a ∈ K sei |a| := sup{||Ua(h)||; h ∈ L2(G), ||h|| = 1}. Ist ||Ua(h)|| = 0 für alle h ∈ L2(G) mit
||h|| = 1, insbesondere für alleh ∈ A(G), so folgt(a, gh∗) = (ah, g) = 0 für alleg, h ∈ A(G). Da die
gh∗ total inA(G) liegen, ergibt sicha = 0. | | ist also eine Norm aufK; die übrigen Normeigenschaften
folgen sofort aus den Normeigenschaften von|| ||. Wegen||Ua(h)|| ≤ ||a|| ||h|| für h ∈ L2(G) (siehe
Aussage 27) gilt|a| ≤ ||a||.
Ist nunb 6= 0 ein Element vonI, so ist wegen (28)b∗b 6= 0 und wegenb∗ ∈ A(G) ⊂ L2(G) auch
b∗b ∈ I. Multipliziert manb∗b mit einem geeigneten positiven Skalar, so erhält man ein selbstadjungier-
tes Elementa ∈ I mit |a| = 1. Aufgrund von(Ua(g), h) = (g, Ua∗(h)) = (g, Ua(h)) für beliebige
g, h ∈ L2(G) ist die Abbildungh 7→ Ua(h) ein selbstadjungierter Operator aufL2(G). Nach (29) folgt
also|an| = 1 für beliebigesn ∈ N.

Es l̈asst sich nun beweisen, dass(a2n)n∈N eine Cauchyfolge ist: F̈ur n ≥ m gelten n̈amlich die Unglei-
chungen

(a2n, a2m) = (a2n−2ma2m, a2m)
≤ ||a2n−2ma2m|| ||a2m||
≤ |a2n−2m| ||a2m||2

= (a2m, a2m)
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und

(a2n, a2n) = (a2n−2man+m, an+m)
≤ ||a2n−2man+m|| ||an+m||
≤ |a2n−2m| ||an+m||2

= (an+m, an+m)
= (a2n, a2m).

Es ergibt sich also für n, m ∈ N mit n ≥ m

1 = |a2n|2 ≤ ||a2n||2 = (a2n, a2n) ≤ (a2n, a2m) ≤ (a2m, a2m).

Dies zeigt, dass(a2n, a2n)n∈N eine monoton fallende Folge mit Limesλ ≥ 1 ist und dass außerdem
(a2n, a2m) gegenλ strebt, fallsn undm gegen∞ gehen. Daher gilt f̈ur n, m →∞:

||a2n − a2m||2 = (a2n − a2m, a2n − a2m)
= (a2n, a2n)− (a2n, a2m)− (a2m, a2n) + (a2ma2m) → 0.

(a2n)n∈N ist also eine Cauchyfolge.

Weil K vollständig ist, existierte′ := lim
n→∞

a2n, wobei aus||a2n|| ≥ |a2n| = 1 auch ||e′|| ≥ 1
und somite′ 6= 0 folgt. Außerdem iste′ als Limes selbstadjungierter Elemente ebenfalls selbstadjun-
giert. Die Beziehunge′2 = lim

n→∞
a4n = lim

n→∞
a2n = e′ zeigt die Idempotenz vone′. Schließlich liegt

e′ = lim
n→∞

a2n+2 = ( lim
n→∞

a2n)a2 = e′a2 wegena2 ∈ I im links L2(G)-invarianten UnterraumI.

Es ist noch m̈oglich, dasse′ reduzibel ist. In diesem Fall gibt es zwei orthogonale, selbstadjungierte,
idempotente Elementee1, e2 ∈ K mit e1, e2 6= 0 unde1 + e2 = e′. Dann ist

(e1e2, e1e2) = (e1, e1e
2
2) = (e1, e1e2) = (e2

1, e2) = (e1, e2) = 0,

alsoe1e2 = 0 und weitere1e
′ = e2

1 + e1e2 = e1. Wegene′ ∈ I liegt daher auche1 (und damit auche2)
in I. Da aber die Beziehung||e1||2 + ||e2||2 = ||e′||2 besteht, und da für idempotente Elementef 6= 0
immer ||f || ≥ 1 erfüllt ist, erḧalt man durch Fortsetzung des Verfahrens nach endlich vielen Schritten
ein von 0 verschiedenes, irreduzibles, selbstadjungiertes, idempotentes Elemente ∈ I.

Aussage 31
Eine nichtleere TeilmengeI vonK ist genau dann ein minimaler, linksL2(G)-invarianter Teilraum von
K, wennI = Ke mit einem irreduziblen, idempotenten, selbstadjungierten Elemente 6= 0 vonK ist.

Beweis:

Zunächst seiI ein minimaler, linksL2(G)-invarianter Teilraum vonK. Nach (30) besitztI ein irredu-
zibles, selbstadjungiertes, idempotentes Elemente 6= 0. Dann istKe Untervektorraum vonI, wegen
0 6= e = e2 ∈ Ke ungleich dem Nullraum und wegen der Links-L2(G)-Invarianz vonK (siehe Aussage
27) selbst linksL2(G)-invariant. Aus der Minimaliẗat vonI ergibt sichI = Ke.

Umgekehrt sei nunI = Ke, wobeie 6= 0 ein irreduzibles, selbstadjungiertes, idempotentes Element
von K sein soll. Wie schon im ersten Teil des Beweises gezeigt, istI ein linksL2(G)-invarianter, vom
Nullraum verschiedener Teilraum vonK.
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Zu zeigen ist nur noch die Minimalität vonI: Ist J ein von{0} verschiedener, linksL2(G)-invarianter
Unterraum vonI, so entḧalt J nach (30) ein selbstadjungiertes, idempotentes Elementj 6= 0. Es sei
e1 := ej unde2 := e− e1. Daj ∈ J ⊂ I = Ke ist, gibt es eina ∈ K, so dassj = ae ist. Weiter folgt

je1 = jej = (ae)e(ae) = (ae)2 = j2 = j 6= 0;

somit musse1 ungleich 0 sein. Außerdem ergibt sichje = ae2 = ae = j und folgliche1 = ej = eje.

Nun zeigen die Beziehungen

e∗1 = (eje)∗ = e∗j∗e∗ = eje = e1,

e∗2 = (e− e1)∗ = e∗ − e∗1 = e− e1 = e2,

e2
1 = (eje)j = e1j = ej2 = ej = e1,

e2
2 = (e− e1)2 = e2 − ee1 − e1e + e2

1 = e− e2j − eje + e1

= e− ej − ej + ej = e− ej = e2,

(e1, e2) = (ej, e− ej) = (e, ej − ej2) = (e, ej − ej) = 0,

dasse = e1 + e2 eine Reduktion vone darstellt.

Dae als irreduzibel vorausgesetzt wurde unde1 ungleich 0 ist, musse1 = e sein. Weilj im links L2(G)-
invarianten UnterraumJ liegt, kann man aufe = e1 = ej ∈ J und aufI = Ke ⊂ J schließen, also auf
I = J . Damit erweist sichI als minimal.

Aussage 32
Jeder minimale, linksL2(G)-invariante TeilraumI vonK ist abgeschlossen.

Beweis:

Nach (31) existiert ein idempotentese mit der EigenschaftI = Ke. Konvergiert nun die Folge(ane)n∈N
ausI gegenk ∈ K, so folgt daraus

k = lim
n→∞

ane = lim
n→∞

ane2 = ( lim
n→∞

ane)e = ke ∈ Ke.

Also ist I abgeschlossen.

Aussage 33
K kann in eine direkte Summe von paarweise orthogonalen, minimalen, linksL2(G)-invarianten Teilr̈au-
men zerlegt werden.

Beweis:

Es seiM die Menge aller Systeme der Form{er; r ∈ R}, wobei die zu einer IndexmengeR geḧorenden
er paarweise orthogonale, irreduzible, selbstadjungierte, idempotente Elemente vonK und ungleich 0
sein sollen. DaK nach (27) linksL2(G)-invariant ist, folgt aus (30), dassM nicht leer ist. Ist nun
{Sp; p ∈ P} ⊂ M eine nichtleere Kette, so gehört auch

⋃
p∈P

Sp zuM, da die Elemente von
⋃

p∈P
Sp

paarweise orthogonal, irreduzibel, selbstadjungiert, idempotent und ungleich 0 sind. Es lässt sich also
das Zornsche Lemma anwenden, sodass es eine maximale Menge{eq; q ∈ Q} in M gibt. Nun sind
die MengenKeq (mit q ∈ Q) gem̈aß (31) und (32) minimale, linksL2(G)-invariante (abgeschlossene)
Unterr̈aume vonK. Aus

(a1ep, a2eq) = (epeq, a
∗
1a2) = 0 für a1, a2 ∈ K, p 6= q

23



folgt sogar, dass die TeilräumeKeq paarweise orthogonal sind.

Jetzt kann gezeigt werden, dassK =
⊕
q∈Q

Keq ist: Wäre n̈amlichJ :=
⊕
q∈Q

Keq eine echte Teilmenge

von K, so ẅareK 	 J ein abgeschlossener Unterraum vonK und verschieden vom Nullraum. Nun
erg̈abe sich, falls die stetige Fortsetzung der Rechtsmultiplikation mitg beziehungsweiseh auf ganz
L2(G) wieder wie in (6) mitVg beziehungsweiseVh bezeichnet wird,

(Vg(f), h) = (g, Vh(f∗)) = 0 für f ∈ L2(G), g ∈ K 	 J, h ∈ J ;

J ist nämlich linksL2(G)-invariant, und es gilt somitVh(f∗) ∈ J . Da die obige Gleichung die Links-
L2(G)-Invarianz vonK 	 J beweist, g̈abe es – wieder nach (30) – ein irreduzibles, selbstadjungiertes,
idempotentes Elemente 6= 0 ausK 	 J , das zu alleneq mit q ∈ Q orthogonal ẅare. Aus dem Wider-
spruch zur Maximaliẗat von{eq; q ∈ Q} folgt daherK = J =

⊕
q∈Q

Keq.

Beweis von Aussage 22:

Nach dem letzten Ergebnis (33) genügt es zu zeigen, dass jeder minimale, linksL2(G)-invariante Teil-
raumI von K ein L-irreduzibler, abgeschlossener Teilraum ist. Aus der Links-L2(G)-Invarianz folgt
sofort die Links-A(G)-Invarianz, das heißt dieL-Invarianz vonI. Außerdem istI nach (32) abgeschlos-
sener Unterraum vonK.

Nun seiI1 6= {0} ein echter,L-invarianter, abgeschlossener Unterraum vonI. Da die Rechtsmultiplikati-
on mit Elementen ausI1 ⊂ A(G) stetig ist, folgt aus der Links-A(G)-Invarianz vonI1 die Links-L2(G)-
Invarianz. Dies bedeutet aber einen Widerspruch zur Minimalität vonI. I ist folglich L-irreduzibel.

Gleichzeitig sind damit Aussage 11 und Satz 1, das Thema dieser Arbeit, bewiesen.

Literatur: [9], Seite 46 bis 50
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