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Vorwort zur ersten Auflage

Beim Studium von Gruppendarstellungen interessiert man sich unter andéretie fFrrage, ob eine
gegebene Darstellung die direkte Summe irreduzibler Teildarstellungeruistler Fall uniérer Dar-
stellungen kompakter (damit auch unimodularer) Gruppen wird dieses Problem durch den &st{z gel
dass solche Darstellungen direkte Summen endlichdimensionaler, irreduzibler Teildarstellungen sind
(18], Seite 265).

1969 gelang Ray A. Kunze eine Verallgemeinerung dieses Satzes: Jede quadratintegrierbare Darstel-
lung einer unimodularen, lokalkompakten Grup@sst sich zerlegen in eine direkte Summe irreduzibler
Darstellungen ([1], Seite 454 bis 459).

Kunze beweist diese Behauptung, indem er sie auf folgendeniBatHilbertalgebren zuckfuhrt: Jede
quadratintegrierbare Darstellung einer Hilbertalgebra ist die direkte Summe von irreduziblen Teildarstel-
lungen.

Die Aufgabe bei der vorliegenden Arbeit bestand darin, den Beweis des genannteruBatzis Grup-
pendarstellungen in allen Einzelheiten ausiwén und dabei auf den Begrifjuadratintegrierbare Dar-
stellung einer Hilbertalgebra“ zu verzichten. Dadurch, dass derifbatzdie Hilbertalgebren nicht mehr
in voller Allgemeinheit bewiesen werden muss, ergibt sich eine gewisse Vereinfachung.

Beim Beweis werden zi@thst, ausgehend von der gegebenen Grdpped der gegebenen Gruppen-
darstellungS, eine maximale Hilbertalgebrd(G) und eine Darstellung vor (G) eingefihrt. Sgater
erweist es sich als ausreichend, eine gewisse Teildarstellutay linksregudren Darstellung vor (G)

zu untersuchen.

Schwierigkeiten tauchten auf, als sich herausstellte, dass der Darstellungsraam. im Allgemeinen

keine H*-Algebra ist, wie in ([1], Seite 458) behauptet. Der Versuch, mit dem Koaufgespannten,
biinvarianten, abgeschlossenen Raum zu arbeiten, scheiterte, da es mir nicht gelang zu beweisen, dass
sich die Normeigenschaft der Multiplikation auf diesen biinvarianten Rabentégt. Eine Moglichkeit

hatte darin bestanden, den Satz zu verwenden, dass jedes vom Nullideal verschiedene Linksideal einer
maximalen Hilbertalgebra ein nichttriviales, selbstadjungiertes, idempotentes Element besitzt. Dieser
Satz wird in ([4], Seite 271 bis 272) mit Hilfe des Spektralsatzes bewiesen. Schliellich stellte sich heraus,
dass der Beweis aglich ist, wenn man nicht alle Linksideale vat betrachtet, sondern nur spezielle,
namlich die linksinvarianten Tedume; dadurchdnnen die &tzeliber Linksideale ind*-Algebren fast

wortlich ibernommen werden. Zuderillt damit auch der etwas komplizierfequivalenzbeweis ifr
Linksideale und linksinvariante Tedlume weg.

Zum Schluss rachte ich mich bei Herrn Diplom-Mathematiker W. Krautwaldl die Betreuung bei
dieser Arbeit bedanken.

Vorwort zur zweiten Auflage

Gegeifiiber der ersten Auflage wurde das Layout verbessert. Einigphfigikeitsfehler konnten korrigiert
werden. Ferner erfolgte eine Anpassung der Arbeit an die neue Rechtschreibung. Einige Formulierungen
wurden geringfigig modifiziert.



1 Formulierung des Satzes
Thema dieser Arbeit ist der folgende, von Ray A. Kunze 1970ffemntlichte Satz:

Satz 1
Jede quadratintegrierbare Darstellurfgeiner unimodularen, lokalkompakten Grup@dasst sich zer-
legen in eine direkte Summe irreduzibler, quadratintegrierbarer Darstellungen.

Der Begriff,,quadratintegrierbare Darstellung” ist im folgenden Sinn zu verstehen:

Definition 2

G sei eine unimodulare, lokalkompakte Gruppgein komplexer Hilbertraum. Eine Abbildurffyvon
G in die GruppeU (H) der unitiren Operatoren aufi heif3tunitare Darstellungvon G auf H, wenn
S ein Gruppenhomomorphismus und stark stetig ist, das heil3t vierjadesv € H die Abbildung
x — S(z)v stetig ist.H heil3t derDarstellungsraumvon S.

Definition 3
Eine unitire DarstellungS von G auf H heil3tquadratintegrierbar , wenn @ir alle v, w € H die Abbil-
dungz — (S(x)v,w) quadratintegrierbar auf= ist.

Literatur: Zu (1): [1], Seite 459
Zu (2): [1], Seite 127
Zu (3): [1], Seite 454

2 Zuruckfuhrung auf Hilbertalgebren

Im Folgenden zeigt es sich, dass es zum Beweis von[$atz 1 ausreicht, einen analogdreiSaiize
gewisse Hilbertalgebra zu beweisen.

Aussage 4
G sei eine unimodulare, lokalkompakte Gruppe(G) die Menge der stetigen, komplexwertigen Funk-
tionen aufG mit kompaktem Eger. Definiert man

(f*g)(z) = /f:cy Dgly)dy furf,g e C(G), z €@,

fix) = fl@h furfeC( ), z € G,
(f.9) = /f g(z) dz fur f,g € C.(Q),

so wird dadurchC.(G) zu einer Hilbertalgebra.

Beweis:

Ist\1, A2 € Cundfy, fo € C.(G) mitkompaktem TagerT} bzw. T, so istauch\; f1+ )\ f2 stetig; falls
x nicht in der kompakten Mendg, U T liegt, ist(\1 f1 + Aaf2)(z) = 0; C.(G) ist also ein komplexer
Vektorraum.

Fur festesr € G und fur f,g € C.(G) ist die Abbildungy — f(zy~!) g(y) stetig mit kompaktem
Trager; daher ist die obige Definition der Multiplikation durch das Faltungsintegral sinnvoll. Nun sei
wieder f1, fo € C.(G) mit kompaktem TagerT; bzw. T5. AulRerdem seiemy € G unde > 0 beliebig
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gewahlt. Wegenfs € C.(G) ist M := sup{| f2(z)|; € G} endlich. Wie etwa in[7], Seite 109 bis 110
gezeigt wird, gibt es eine Umgebufgdes Einselements, sodags(x) — fa2(y)| < e furallez,y € G
mit zy~!' € V gilt. Es sei nunc € V. Dann gilt fur alley € G wegen(zy™!)(zoy™ ")~ = zag' € V
die Ungleichung f1 (zy—1) — fi(woy~!)| < e. Daraus folgt weiter:

1+ 2)@) = (fix f)(ao)] = | /flxy ) faly) dy /flmoy ) faly) dy]

< /|f1 (2y™Y) = fulwoy™ )| M dy
< M w(Tz)e furallex € V.

Somitistf; * fo im beliebig geviahlten Punkiz, stetig.

Nun seiz ¢ T1T». Isty € G, so sind zwei Blle mbglich: Im ersten istey~! € T3, alsoz € Tyy.
Warey € Ty, so warex € T)T», entgegen der Voraussetzung. Daherfigty)) = 0. Im zweiten Fall
istzy~! ¢ Ty, alsofi(zy~!) = 0. Fasst man die beideraffle zusammen, so folgt aus¢ 7175 stets
filzy™H f2(y) = 0 und weiter(f; * f2)(z) = 0. DaTyT> kompakt ist (siehel]7], Seite 109), gah
f1 * f2 ZU CC(G)

Die Multiplikation x erfullt das Assoziativgesetz:

(Frg)sm@) = [(F+)ay)hy) dy

[ F@x) gty dz hiy) dy

G

/1
= [ 1@z [ gty hly) dy dz
G
[ Ha= ) gz d:

G

= (fx(gxh))(z) furf,g,heC(G), z€q.

Die Rechenregeln

(fitfa)xg = fixg+ faxg,
gx(fi+f2) = g*xfitgxfo
(A1) x fa = fix(Af2) = A(f1* fo)

fur f1, f2,9 € C.(G), X € Cfolgen aus den Lineaétseigenschaften des Integrals.
Also istC.(G) eine AlgebraiberC.

Ist f € C.(G) mit kompaktem TagerT, so ist die Funktionf* : x — f(z—1) stetig mit kompaktem
TragerT—!; esist also auchi* € C.(G).



Ebenso leicht sind die Rechenregdln dlie Involution zu zeigen:

= f
(f+9)" = f+4q°,
Af) = Af7,

(fxg9)" = g [
fur f,g € C.(G), X e C.
Als Beispiel diene das letzte Gesetz:

(fxg)"(x) = (f*g)(z™1)

fur beliebigese € G. Also ist* eine Involution aulC,.(G).

Durch(f,g) := ff( ) g(z) dx wird offensichtlich ein Skalarprodukt definiert, das(G) zum Pahil-
bertraum macht
Aulerdem gilt:

(f.9) = [ f@)gla) do
G
= [o@ fa ) da
G
= [s@F@d
G
= (91"
fur f,g € C.(G).
(f*g.h) = [(f*g)()h(z) dz




= [ o) W) dy
G
= (9, /" =h)

fur f,g,h € C.(G).
Etwas gbRer ist der Aufwand, um die Stetigkeit der Linksmultiplikation zu beweisen:
Fur f,g € C.(G) ¢ LY (G) N L?(G) gilt:

|\f*gH22 = /](f*g)(x)\Q dx
G

= /I/f(fcy_l)g(y) dy|* dx
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Dabei wurde im letzten Schritt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung angewandt. Zieht man die Wurzel, so
ergibt sich mit)| f = g||2 < || f]|1]|g||2 die Stetigkeit der Abbildung — f * g.

Als letztes bleibt noch zu zeigen, dass die Prodykteg mit f,g € C.(G) dicht in C.(G) liegen.

Im Satziber die Existenz eines approximativen Einselements'ii@) (siehe [7], Seite 124) wird zu
vorgegebenenf € C.(G) unde > 0 eine Umgebund’ des Einselements mit folgender Eigenschaft
angegeben: & alle Funktionerny € LY(G) mit g > 0 und [ g(z) dz = 1, die auRerhalb voi

G
verschwinden, gilf| fxg— f||2 < €. Dabei kann die Umgeburig ohne Bescliénkung der Allgemeinheit
relativ-kompakt und offen angenommen werden.

Funktioneng mit den angegebenen Eigenschaften gibt e&thtgh. Dennl/ enthalt eine kompakte
Umgebung”' des Einselements. Etwa nach [7], Seite 7 gibt es dann eine stetige, reellwertige Fynktion
aufGmitg > 0, g(z) = 1furz € Cundg(x) = 0 furz ¢ V. Da das Haar-Mal3 einer offenen Menge
nicht Null sein kann, gili.(C') > 0 und folglich

/g(w) dx > /g(x) dx = u(C) > 0;
G c

durch Multiplikation mit einer positiven Konstante kann man sofijgfz) dxz = 1 erreichen. Da/
G
relativ-kompakt ist, liegy sogar inC..(G).

Nun besagt die Ungleichungf =g — f||2 < e fur ein solcheg aber, dass all¢ € C.(G) durch Produkte
fxgmit f g € C.(G) approximiert werden®nnen.
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Damit erfillt C.(G) alle Bedingungenifr eine Hilbertalgebra. [ ]

Definition 5

Ein *-Algebra-Homomorphismu#' von einer HilbertalgebraA in die involutive Algebral(H) der
stetigen, linearen Operatoren auf einem komplexen Hilbertrdfirheil3t Darstellung von A auf H,
wenn die lineare Hdlle der Menge{T'(a)v;a € A, v € H} dichtin H liegt.

Bemerkung 6
Ist A eine Hilbertalgebra, so ist wie bei jedemaRilbertraum die Vervollgindigung zu einem Hilbert-

raumH moglich. Durch die Definition

(lim a,)*:= lim a,* flra, € A
n—oo n—oo

wird die Involution auf ganZ{ fortgesetzt.
Folgendes Verfahren wird angewandt, um die Multiplikation fortzusetziért(faber im Allgemeinen
nicht zu einer Multiplikation auf gan#/): Durch

Uyb:=ab, Vyb:=ba fura,bec A

werden stetige, lineare Operator€p bzw. V, auf A definiert. Eine Fortsetzung zu stetigen, linearen
Operatorert, bzw. V,, auf H ist moglich, wenn maniir a, b, € A definiert:

Ua(nlirgo by) := nlinolo Ugyby, Va(nhnolo by) == nlirgo Vb,

Nun ist durch
Uyb:=Vya, Vib:=Uya fUrac Hbe A

ein linearer, im Allgemeinen nicht stetiger Operator aubestimmt. Fallsa € A ist, stimmen diese
Definitionen vonlU,, bzw. V, mit den fiihereniiberein.

Ist U, stetig, so heifl3 linksbeschankt ist V, stetig, so heif3 rechtsbeschénkt Links- und Rechtsbe-
schianktheit sindaquivalent, sodas§ man vimeschanktenElementen schlechthin spricht. Die Menge
aller beschiinkten Elemente sei mit bezeichnet.

Fura € A lasst sich jetzt wie obeti, bzw.V, zu einem stetigen, linearen Operatdy bzw. V, fortset-
zen. Definiert man

ab := U, b(=Vya) fura,be A,

so macht diese Multiplikatiorl wieder zu einer Hilbertalgebra, der Zugetdrigen maximalen Hilbert-
algebra.

Wiederholt man das Verfahren, bildet man aﬁs,cso erkalt man wiederA.

Die Vervollstindigung vorC..(G) ist der Hilbertraun’.?(G). Die zuC..(G) getbrige maximale Hilbert-
algebra sei mitA(G) bezeichnet. Die Multiplikation id(G) sei ab jetzt durch Hintereinanderschreiben
der Faktoren ausgeifrkt.

Aussage 7

G sei eine unimodulare, lokalkompakte Grupfesine quadratintegrierbare Darstellung vahauf dem
Hilbertraum H. Dann gibt es genau eine stetige, lineare Abbilddhgon L?(G) nach £(H) mit der
definierenden Eigenschaft

(T(f) v, w) = /(S(:c)v,w) flz)de fur f e L2(G),v,w € H.
G



Beweis:

Es wird bei festemv € H die Abbildung vonH nachL?(G) betrachtet, die jedem € H die Funktion

Ryw : © — (S(z)v,w) zuordnet. (Zur Vereinfachung der Sprechweise sei hier nur von Funktionen
die Rede anstatt von Klasséaqguivalenter Funktionen.) Wegen der Line@riles OperatorS(x) ist die
Abbildungv — R,,, selbst linear.

Als nachstes wird die Abgeschlossenheit dieser Abbildung R, gezeigt: Es konvergiereamlich
v, gegenv und R, ,, gegenk € L2(G) (im Sinne derl.?(G)-Norm). Ausw,, — v ergibt sich

Ry, w(x) = (S(x)vp,w) — (S(x)v,w) = Ryy(x) furallez € G.
Damit folgt R,,,,(z) = R(x) fur allex € G auf3erhalb einer Nullmenge. Wegen
HRvnw - vaH2 < HRvnw - RH2 + HR - vaH2

konvergiertR,, ., gegenR,,, in der L?(G)-Norm.

Damit ist die betrachtete Abbildung — R, abgeschlossen, nach dem Satz vom abgeschlossenen
Graphen also auch stetig, das heil3t es gilt

(a)  ||Rpwll2 < Ayllv|| flurallev € H,

wobei A,, eine nichtnegative Konstante ist.
Analog kann man zeigen:

(b) ||Rowll2 < Bu|lw|| furallew € H.

Nun seif eine beliebige Funktion aus?(G). Da auchR,,, nach Voraussetzung ih?(G) liegt, folgt
aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

/’va )| de < (/ | Ryw (@ |2 dx) N (/ ’f($)|2 dx) " < 0.
G

Daher istz +— R, (z) f(x) eine L' (G)-Funktion. Das Integral R, () f(x) dz ist also fir beliebige
G
v,w € H definiert.
Die Absclatzung durch die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt auRerdem zusammen mit (a) und (b):

© \/va ) dal < Aol 1]l
d|/mw ) da| < Byu]| ||l

fur f € L?(G) undv,w € H.
Die Ungleichung (d) beweist, dass die Abbildung— [ R,.(z) f(z) dx eine stetige Linearform auf
G

H ist. Es gibt also nach dem Satz von Riesz einen linearen Endomorphistfiiauf H, sodass

= [ Rowla) f(@) da.
G




also auch

fur allev,w € H ist.

Es konvergiere nun,, gegenv und7'(f)v, gegenv,. Wegen (c) gilt

(T(f)vn, w) — (T(f)v,w) firallew c H.
Andererseits gilt nach Voraussetzung
(T(f)vn,w) — (vg,w) furallew € H.
Somit folgtvy = T'(f)v, und die lineare Abbildung’(f) ist abgeschlossen, also auch stetig nach dem
Satz vom abgeschlossenen Graphen.
Damit ist die Existenz einer Abbildurif : L?(G) — L(H) gezeigt, die der Bedingung

T(f)v, w) = / (S(z)v, w) f(z) dz
G

gerigt.

Die Eindeutigkeit vori” folgt unmittelbar aus dieser Bedingung.
Zu zeigen ist als achstes die Lineatit vonT":

Fur A, A2 € €, f1, fo € L*(G), v,w € H gilt:

(T(Mf1+ Xafo)v,w) = /(S(:c)v,w) (A fi(z) + Aafo(x)) dz
G
— N / (S(2)0, w) fr(x) do + Ao / (S(x)0, w) fo(x) do
G G
= M\ (T~(f1)v, w) —|—~)\2 (T(fz)’u, w)
= (MT(f1) + 2T (f2))v, w).

Daraus folgtl’ (A1 f1 4+ X2 f2) = MT(f1) + XoT(fa).

SchlieRlich istT” stetig im Sinne der Normtopologien alif (G) und £(H ): Es konvergiere amlich die
Folge(fn),em Mit fn € L*(G) gegeny in der|| ||>-Norm und7'(f,,) gegenlU € L(H) in der Opera-
tornorm. Daraus folgtT'(f,,)v, w) — (Uv,w) fir beliebigev, w € H. Andererseits gilt wegen (c) auch
(T(fn)v,w) — (T(f)v,w). Da der Limes eindeutig bestimmt ist, folgt hiera@¥ f)v, w) = (Uv, w)
und weiterT'(f) = U. T ist also abgeschlossen und damit auch stetig. m

Aussage8
Die Abbildung?" : L*(G) — L(H) aus ﬂ') hat folgende Eigenschaften:

T(Vof) = T(NHT(g),
T(Uyf) = T(9)T(f),

T(f) = (T(H)
fur f € L?(G), g € A(G). Dabei seiV, beziehungsweisg, die kanonische Fortsetzung der Rechts-
beziehungsweise Linksmultiplikation vop(G) gen@® (8).
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Beweis:
a) Zuréchst seif, g € C.(G). Furv,w € H gilt:

(T(fg,w) = /(S() w) (f9)(@) da
G

Daraus folgtl'(fg) = T(f)T(g) fur f,g € C.(G).
b) Nun seif € C.(G), g € A(G), g, — g mit g, € C.(G). Dann gilt wegenfg, — fg:

7

—~
~

lim T(fgn)

n—od

lim 7(f) T(gn)

n—oo

T(f) lim T(gn)

= T(f)T(9)-
c) Im dritten Schritt sef € L*(G), g € A(G) und f,, — f mit f,, € C.(G). Man erfalt

T(fg)

e

—
~
-

T(Vyf)

Jim T(fug)
lim T(fn) T'(9)

n—oo

= T(f)T(g)-

=

—~
~

Ebenso zeigt mai' (U, f) = T(g) T(f).
d) Der zweite Teil der Behauptung ergibt sich folgendermaRégnf L?(G), v, w € H gilt:

() = [(S@o.w) £ @) ds

G

= [S@ew) FaT) do

G

11
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Daraus folgtl'(f*) = (T(f))* fur alle f € L*(Q). m

Aussage 9 .
IstT : L?(G) — L(H) diein @) definierte Abbildung, so ist die RestriktibrvonT" auf A(G) eine im
Sinne det]| ||2-Norm und der Operatornorm stetige Darstellung der maximalen Hilbertalgeljra).

Beweis:

Wegen [(7) und[(8) isT" ein *-Algebra-Homomorphismus. Auch die Stetigkeit vBrfolgt unmittelbar
aus [(T). Es bleibt also nur zu zeigen, dass die linearettler Menge{T'(f) v; f € A(G), v e H}
dichtin H liegt.

Es sei die gegenteilige Annahme richtig. Dann gibt eSieinen Vektorw # 0, sodassiir alle f € A(G)

und allev € H die AussaggT(f)v,w) = 0 gilt. Da die Fortsetzung von T stetig ist undA(G)

dicht in L2(G) liegt, folgt sogar(T'(f)v,w) = 0 fur beliebigef € L*(G) undv € H. Definiert man

f(z) = (S(x)w,w) furz € G, soistf eineL?(G)-Funktion. WahIt man nun := w, so ergibt sich dar-

aus | |(S(z)w,w)|? de = [(S(z)w,w) S(r)w,w) dv = 0 und damit(S(z)w,w) = 0 fur allez € G
G G

auBerhalb einer Nullmenge. Wegen der starken Stetigkeibvishdie Abbildungz — (S(z)w,w) ste-
tig, sodasgS(x)w,w) = 0 sogar fir allex € G zutrifft. Wahlt man speziellir = das Einselemer, so
folgt (w,w) = 0 im Widerspruch zuv # 0. Damit ist die Behauptung bewiesen. [

Aussage 10
Ein abgeschlossener Teilraumvon H ist genau danrS-invariant, wenn erl-invariant ist. (Bezeich-
nungen wie in[([7))

Beweis:

Zunachst sel S-invariant. Dann gill(ﬁ(x)v, w)=0furz € G, v € I, w e H o I. Daraus folgt unter
Berticksichtigung der Definition voff, dass(7'(f)v,w) = 0 fur alle f € L*G),vel,we HoI
zutrifft. I ist alsoT-invariant und somit erst recHt-invariant.

Umgekehrt sei nurl nicht S-invariant. Es existieren alsey € G, v € I, w € H © I, sodass

a := (S(xo)v,w) ungleich 0 ist. Wegen der starken Stetigkeit vdrind der Cauchy-Schwarz-Unglei-

|al
. . . 2 -

ohne Beschinkung der Allgemeinheit” als integrierbar vorausgesetzt werden. Nunfsdie L?(G)-

Funktion, die durch die Beziehunf(z) := (S(z)v,w) fur x € G definiert ist. Dann kann man die

chung gibt es eine Umgeburig von z(, sodasg(S(z)v,w)| > fur allex € V gilt. Dabei kann

12



folgende Abschtzung machen:

(S(z)v,w) (S(x)v,w) dx

1(S(z)v, w)|? dz

v

Il
— O O

|(S(x)v, w)|2 dx

(V)

N
[

Da u ein Haarsches Mal3 ist, mugsl’) > 0 und folglich auch(T'(f)v,w) > 0 sein. Der Unterrauni
kann also nichf-invariant sein.

Warel nunT-invariant, so viirde aug) € A(G) undv € I auchT'(g)v € I folgen. Da naclﬂ?f stetig
bediglich derL?(G)-Norm und der Operatornorm ii(H) ist und A(G) in L?(G) dicht liegt im Sinne
der L?(G)-Norm, ware also auch(¢g)v € I fur alleg € L?(G) richtig; I ist namlich abgeschlossen.
Nach dem oben Bewiesenen ist das aber nidbglioh. I ist infolgedessen nichif-invariant. [ ]

Es folgt nun die Behaupturigber die maximale Hilbertalgebr&(G), auf die SatE]l ziirckgefihrt wird.

Aussage 11
Die Darstellungl’ von A(G), die in () und[(D) definiert wurdeést sich zerlegen in eine direkte Summe
irreduzibler Darstellungen.

Beweis: In den folgenden Abschnitten (3. bis 6.)

Aussage 12
Um SatZ [liber eine unimodulare, lokalkompakte Grup@ezu beweisen, gégt es, Aussade [lilber
die maximale Hilbertalgebral(G) zu zeigen.

Beweis:

Falls [11) richtig ist, &sst sichd zerlegen in eine direkte Sumnieirreduzibler, abgeschlossener Un-
terraume. Geraf [10) sind aber di€-Invarianz und dies-Invarianz abgeschlossener Tailmeaquiva-
lent. Dasselbe gilt daher auctirfdie Irreduzibiliit von Unteraumen bzw. von Teildarstellungefi.ist
also direkte Summe irreduzibler Teildarstellungen. Diese Teildarstellungen sind ebenSauaelra-

tintegrierbar. [
Literatur: Zu (4): [4], Seite 270 bis 271

Zu (5): [1], Seite 455

Zu (6): [4], Seite 267 bis 269

Zu (7): [1], Seite 455;[[2], Seite 56 bis 57

Zu (8) bis ): [1], Seite 455, 457, 459

3 Beschiankung auf zyklische Darstellungen

In diesem Abschnitt seien wiedétdie gegebene Gruppd(G) die in @) eingeiihrte maximale Hilbert-
algebra und’ die in (7) und|[(9) definierte Darstellung vot(G) auf dem komplexen Hilbertraut .
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Genald dem letzten Ergebnis (12) beatifyt sich der Rest der Arbeit mit dem Beweis vpn|(11). Dabei
ergibt sich eine Vereinfachung dadurch, dass man sich auf den Fall Aekehrkann, in derfi’ zyklisch
ist.

Aussage 13
Ist ein abgeschlossener Teilrauhvon H T-invariant, so ist auchd & I T-invariant.

Beweis:
Istv € H & I, sofolgt fur allew € I und fur alle f € A(G) wegenT'(f*)w € I

(T(f)v,w) = (v, (T(f))w) = (v, T(f*)w) = 0.

Also gilt fur beliebigef € A(G) undv € H & I die Aussag€l’(f)v € H © I, das heil3tH © I ist
T-invariant. [

Aussage 14
T lasst sich in eine direkte Summe zyklischer Darstellungen zerlegen.

Beweis:

Es seiv; # 0 ein beliebiger Vektor auél. H; sei die abgeschlossenéibe von{T'(f)v1; f € A(G)}
in H. Hy ist abgeschlossener Unterraum vlin Ware nunT'(g)v; = 0 fur alleg € A(G) richtig, so
wirden wegenT(f)v,v1) = (v, T(f*)v1) alle VektorenT'(f)v mit f € A(G), v € Hin H S Cu»y
liegen, und die lineare tlle von{T'(f)v; f € A(G), v € H} ware nichtdichtind. AlsoistH; # {0}.

Wegen
T(f)( lim T(gn)or) = lim T(fgu)on € Hy

ist H; auchT-invariant. AuBerdem iskl; nach Definition zyklischer Teilraum vaH beZiglichT'.

Es sei nunM die Menge aller Systemigl;; ¢ € @}, fur welche dieH, # {0} zueinander orthogonale,
beziglich T' zyklische, abgeschlossene Taiime vonH sind. M ist nicht leer, da{ H;} ein solches
System ist. Die InklusiorC machtM zu einer halbgeordneten Menge. Ist ni#},; p € P} C M

eine Kette, so sind auch alle Elemente vph S, zueinander orthogonal&-zyklische, abgeschlossene
peP
Teilraume vonH und ungleich dem Nullraum}J S, getbrt also ebenfalls ziM1. Damit ist die Voraus-
peP

setzung des Zornschen Lemmadiétiund die Existenz eines maximalen Elemefits;; ¢ € Q} € M
bewiesen.

Dann gilt abetH = @ H,. Andernfalls gibe es amlich in demI-invarianten Teilraunt! © (@ H,)

q€Q q€Q
einen Vektoryy # 0. Wie schon im ersten Teil des Beweises gezeigheges einen vom Nullraum

verschiedenen, zyklischen Teilrauify von H © (EB H,). Dann ware abe{ H,; g € Q}U{Hy} ein zu

q€Q
M geltbrendes System und sorjiil,; ¢ € @} nicht maximal.H ist infolgedessen die direkte Summe

derT'-zyklischen Unte@umer,,. u

Aussage 15
Im Beweis vor{ (1) géiyt es, die Zerlegbarkeit jeder zyklischen Teildarstellung@au zeigen.
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Beweis:

Die Zerlegbarkeit sei bereitdif alle zyklischen Teildarstellungen vdh bewiesen. Wegen (L14asst
sich nunH in eine direkte Summe zyklischer Untaéume zerlegen. Geafd der Annahme ist jeder der
Summanden weiter zerlegbar in eine direkte Sunirrereduzibler Unteraume. Damit gilt[(I[l) auch
fur die Ausgangsdarstellurig. ]

Literatur: Zu ): [6], Seite 253

Zu (18): [1], Seite 457

4 Beschiénkung auf eine Teildarstellung der linksregubren Darstellung

In diesem Abschnitt seien wiedérdie gegebene Gruppd (G) die in @) eingeiihrte maximale Hilbert-
algebra undl” die in (7) und[(9) definierte Darstellung vot(G) auf dem komplexen Hilbertraurf .
Genafl? dem Ergebnis$ (15) sei eine zyklische Teildarstellunghgregeben, die der Einfachheit halber
wieder mitT bezeichnet werde; # 0 sei ein fester zyklischer Vektor vaf. Wie bisher sei” die stetige
Fortsetzung der Darstellurigauf L?(G).

Eine weitere Vereinfachung beim Beweis vpn|(11) ergibt sich nun, wenn man den Zusammenhang zwi-
schenl” und der linksreguiren Darstellung vorl (G) untersucht.

Aussage 16
Es existiert eine stetige, lineare Abbildubig: H +— L?(G), sodass folgende Bedingungieltfist:

(Uv,g) = (v,T(g)z) furallev e H, g€ A(G)

Beweis:

DurchU*g := T(g)z wird eine stetige, lineare Abbildung* : L?(G) — H definiert. Dann ist auch
die adjungierte Abbildundg/ := U**, die H in L?(G) Uberfuhrt, stetig und linear. SchlieRlich giltif
beliebigev € H, g € A(G):

(Uv,g9) = (U™v,9) = (v,U*g) = (v,T(g)z) = (v, T(g)z).

]
Aussage 17

Die in (16) definierte Abbildung ist injektiv.

Beweis:

Es seiUlv = 0 fur einv € H. Dann gilt nach[(16), dag®,7(g)z) = 0 fur alleg € A(G) zutrifft. Da z
ein zyklischer Vektor ist, liegt die Mengl'(¢g)z; g € A(G)} dichtin H. Also istv = 0. n

In den Aussagen (18) und (19) sei wie in (6) die stetige Fortsetzung der Linksmultiplikation nfit
auf ganzL?(G).

Aussage 18
Fur f € A(G), ve Hgilt Us(Uv) =UT(f)v.
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Beweis:

istfur alleg € A(G) richtig. [ ]

Aussage 19

Bezeichnet man mik die abgeschlosseneiile vonU (H) in L?(G), so istK ein abgeschlossener,
links A(G)-invarianter Teilraum vorl.2(G). Ist L' die linksreguéire Darstellung vorA(G) auf L2(G),
definiert durch

L'(f)g:=Uslg) furf e A(G), g€ L*(G),
so definiertK” also eine Teildarstellund von L'.

Beweis:

Istk € K, so gibt es eine Folg@, ), .y ausd mit Uv,, — k. Fur jedesf € A(G) gilt dann

Up(k) = Uy(lim Uvy)
= lim (T7(Uvn))
i (UT(f)e,) € K.
Damit ist alsoK links A(G)-invariant. [ ]
Aussage 20

Fur U (Definition in [16)) existiert die polare Zerlegurig = VW, dabei istV eine unitre Abbil-
dung vonH auf K (Definition in [19); W ist ein hermitescher Operator aif und mit jedem linearen
Operator ausC(H ) vertauschbar, mit der*U vertauschbar ist.

Beweis:

U*U : H — H ist ein hermitescher Operator iy *Uv, v) = (Uv,Uv) > 0 fur allev € H, das heil3t
U*U > 0. Damit existiert die positive QuadratwurZél := , v U*U. W ist hermitesch auff und mit
jedem Operator au§(H) vertauschbar, mit def@ir*U vertauschbar ist.

Wegen
(Wo, Wv) = (W?v,v) = (U*Uv,v) = (Uv, Uv)

gilt fur allev € H die Beziehund|Ww|| = ||Uwv||. Daher kann man wie folgt eine lineare Isometrie
V: W(H) — U(H) = K definieren:

(a) V(lim Wu,) = nlingo Uv, furv, e H

n—oo

16



Denn falls(Wwv,,),,cy mit v, € H konvergiert, gilt nach CauchyiWv,, — Wy, || — 0 farn, m — oo,
also auch

[|Uvp — Uvpl| = ||U (v, — ) || = [|W (05, — )| = [[Wop — Wop|| — 0 furn,m — oo,

das heiBt auckUwvy, ),y konvergiert in dem vollsindigen Raunt/ (H) = K.

AuRerdem ist die Definition voiv" reprasentantenunabhgig: Es sei amlich (w,), .y eine weitere
Folge ausH, fur die (Ww,),cy gegen hr%o W, konvergiert. Unter dieser Voraussetzung ist wegen
n—

W (wn — vp)|| = ||U(wn — uyp)|| mit der Folge(W (w, — vn)),ey @UCh(U(wn, — v,)),cin €iN€
Nullfolge; damit gilt aberhm Uv,, = nhnéo Uw,,.

Die Isometrieeigenschatft, die Gleichubg= VW und die Surjektiviét vonV folgen unmittelbar aus
der Definitionsgleichung (a).

Zu zeigen ist also nur nocW (H) = H: Es sei ein Vekton € H © W(H) gegeben. Dann kann
man auf(Wv,w) = (v, Ww) = 0 fur beliebigew € H schlieBen. Also isWv = 0 und weiter

[|Uv|| = ||[Wwl|| = 0. Wegen der in (17) gezeigten InjektigttvonU ist v = 0. Der Abschluss des
TeilraumsW (H), auf demV definiert ist, ist also gleicl# . |
Aussage 21

Die Darstellungeri” und L von A(G) sind unigér aquivalent. Es gilt &mlich
VT (f)V*=L(f) furalle fe A(G).

Beweis:

a) Fur f € A(G), v € H gilt nach [1§)(v,U*f) = (Uv, f) = (v,T(f)z), das heiBU* f = T(f)z
fir jedesf € A(G). Aufgrund der Stetigkeit volv* : L*(G) — H und vonT : L*(G) — L(H) folgt
darausV* f = T(f)z fur alle f € L*(G).

b) Fir f € A(G) git U*UT(f)z = T(f)U*U=. Das ergibt sich @amlich aus der folgenden Gleichung:

I

U*UT(f)z

Q}
\5\
Q}

=@ e

T(HT(Uz2)z
T(f) U Uz

e

T(Us(Uz))z
)
)

[
c)Fiurf € A(G), ve Hoilt UUT(f)v =T(f)U*Uv. Man kann @&mlich fir g € A(G) schlieBen:

U UT(f)T(g)z UUT(fg)z

T(fg)U*Uz
T(f)T(9)U U=z

T(HUUT(9)=

=

=

Weil die Menge{T'(g)z; g € A(G)} dichtin H liegt, folgt daraus die Behauptung.
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d) Nach ) ist wid/*U auchW := v/ U*U mit T'(f) vertauschbarifr beliebigesf € A(G). Damit
ergibt sichfir f € A(G), ve H:

VTV Uy 2 v VIV

D yr(pwe

= VWT(f)v

= ur(pp

® —

U; (Uv)

L(f)Uv

Da die MengdJ/(H) dichtin K liegt undV, T'(f), V* sowie L( f) stetige Operatoren sind, folgt daraus
die behauptete urditeAquivalenzVT(f)V* = L(f). [ |

Diese uniareAquivalenz vonZ’ und L legt folgenden, 21) analogen Satz nahe:

Aussage 22
Die DarstellungL von A(G) auf K lasst sich in eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen zerlegen.

Beweis: In den beiden letzten Abschnitten (5 und 6)

Aussage 11 und damit auch Satz 1 lassen sich auf Aussage @&kfillren. Es gilt @mlich folgende
Behauptung:

Aussage 23
Falls Aussagg 32 richtig ist, gilt auch Auss4gg 11.

Beweis:

Nach [2]) besteht zwischéh und L die unitireAquivalenzL(f) = VT (f)V* fur alle f € A(G).V
und V* bilden die abgeschlossenen Ungmme vonH und K aufeinander ab. Did@-Invarianz eines
abgeschlossenen Teilrauthson H ist aquivalent zut.-Invarianz des abgeschlossenen Teilra®ns)
von K; dasselbe gilt daher auctirfdie Irreduzibiliit von Unterdumen. Da schliel3lich* eine lineare
Isometrie ist, folgt:

FallsK = @ K, ist, giltauchH = @ V*(K,).

q€Q q€Q
Ist (23) richtig, so kann man dif, als L-irreduzibel annehmen, womit die direkte Summe dér-
irreduziblen, abgeschlossenen UrdéeimeH,, := V*(K,) ware. u
Literatur: Zu (16) bis|(19): [1], Seite 457 bis 458
Zu (20): [1], Seite 458;]9], Seite 163
Zu (21): [1], Seite 458

5 Eigenschaften des Darstellungsraums&

Wie bisher seiertr die vorgegebene Gruppd (G) die in @) eingeiihrte maximale Hilbertalgebra und
T die in (@) und[(9) definierte Darstellung vot(G) auf H. K wurde wie in [19) definiert. sei wie in
) die durchX bestimmte Teildarstellung der linksreguén Darstellung vodl (G).

Da man nach dem letzten Ergebrjis|(23) zum Beweis voh (11) nur die Darstdllbetrachten muss,
werden nunl und der zugerige Darstellungsraurl’ naher untersucht.
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Aussage 24
Es gibt eine Konstante > 0 derart, dasg|L(f)|| < c||f|| fur alle f € A(G) gilt.

Beweis:

Nach [9) istI" stetig im Sinn der Normtopologien adf(G) und £( H); es gibt also eine Konstante> 0,
sodass|T'(f)|| < c||f|| fur alle f € A(G) gilt. Daher erfalt man fir f € A(G), k € K:

1Lkl & wrver

< AWVIHITOITVELTEN
= NTOIIKE] (V unitar)
< cllfI K]

Daraus ergibt sich L(f)|| < ¢||f]|- ]

Aussage 25
K ist eine Teilmenge voA(G).

Beweis:
Fir f € A(G), g € K gilt nach [24)

1Tl = [IL(Hgll < ellf1] gl

Daraus folgt, dass die Abbildung— U;g = V, f fur jedes beliebigg € K eine besctankte, lineare
Abbildung von A(G) nachL?(G) ist. Da A(G) als maximale Hilbertalgebra definiert wurde, gilt also
K C A(G). ]

Aussage 26
Durch< f,g >:= c%(f, g) kann ein neues Skalarprodukt alif(G) definiert werden, sodads mit der
dadurch induzierten Norm eine Banachalgebra ist; dabet iste in (24) zu véthlen.

Beweis:

Durch die Multiplikation des Skalarprodukts mit einer positiven Konstante bleiben die definierenden
Eigenschaften des Skalarprodukts und die Valigigkeit erhaltenk” bleibt also ein Banachraum.

DassK eine Unteralgebra vor(G) ist, folgt aus [(1P) und (35). AuRerdem gilt, wenn man die durch
<, > induzierte Norm mit|| ||| bezeichnet,iir alle f € A(G) und fur alleg € K

Wfglll? = < fg.fg>
= (fg, f9)
= Zlfgll?
< HfIPIgll?
= A1, 1) P(g.9)
= <f,f><g,9>
= I£IIPMgll?,

das heif3|| fgl[| < [[[/]I] [lg]l] u
Im Folgenden wird das neue Skalarprodukt wieder(miund die neue Norm wieder mit|| bezeichnet.
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Aussage 27
Es gilt:

a) K istlinks L?(G)-invariant.

b)

Tr@)ll < II£11 gl ) )
Vi)l < llgll 11£] } fur f € K, g € L*(G)

Beweis:

a) Nach [(1D) istK links A(G)-invariant. Da die Rechtsmultiplikation mit Elementen aisc A(G)
stetig ist, istK sogar linksL?(G)-invariant.

b) Die zweite Behauptung wurdérfg € A(G) schon im Beweis vor] (26) gezeigt. Auch diese Eigen-
schaftubertiagt sich auf ganZ?(G). Aus der Tatsache, dass Links- und Rechtsmultiplikation mit dem-
selben Element einer Hilbertalgebra dieselbe Operatornorm haben ([4], Seite 267, vii), folgt schlief3lich
die letzte Behauptung. [

Aussage 28
Fur f € K folgt ausf* f = 0, dassf = 0 erfillt ist.

Beweis:

Fur alleg € A(G) ergibt sich(fg, fg) = (f*f,99%) = 0, alsofg = 0. Fur g,h € A(G) folgt nun
(f,hg*) = (fg,h) = 0. Da der von den Produkteiy* aufgespannte Vektorraum dicht 1(G) liegt,
istf=0. [ |

Literatur: [1], Seite 458

6 Direkte Zerlegung

Wie bisher seiex> die gegebene Gruppe uadG) die in (8) eingefihrte maximale Hilbertalgebra. sei
die in ) definierte Teildarstellung der linksregrén Darstellung voi(G); K ist der Darstellungs-
raum vonL. Um den Beweis von Safz 1 zu vollenden, wird nun in diesem Abschnjtt (22) bewiesen.

In der Originalarbeit ([1], Seite 458 bis 459) wird an dieser Stelle des Beweises behaupté{, eiass
H*-Algebra sei. Im weiteren Verlauf wird der Sdiber die direkte Zerlegbarkeit einéf*-Algebra in
minimale Linksideale verwendet und aul3erdem gezeigt, dass die minimalen Linksid&Batgaithzei-
tig L-irreduzible, abgeschlossene Untanme vonk sind.

K ist jedoch im Allgemeinen nicht abgeschlossen gégen der Involution® und daher nicht zwin-
gend eineH *-Algebra. Damit ist auch di@quivalenz von minimalen Linksidealen uridirreduziblen,
abgeschlossenen Tédilrmen im Allgemeinen nicht mehiitjig.

Der Ausweg besteht darin, dass die verwendet@#zeliber H*-Algebren abgéndert werden, indem
statt Linksidealen linkd.?(G)-invariante Teilaume vonk betrachtet werden.

Aussage 29
Ist H ein Hilbertraum undR : H — H ein selbstadjungierter Operator, so gilt

I|R"|| = ||R||* furallen € IN.
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Beweis:

Fur R = 0 ist die Behauptung trivial; es sei algd# 0. Fir Zweierpotenzem = 2* kann die Aussage
durch vollséndige Induktion bewiesen werden:

[|RY|| = ||R||! ist trivial.
Nun gelte bereit§ R2"|| = || R||%" fur eink € IN. Dann folgt

B2 = ||R¥ (R || = ||R* (BY)*|| = [|IR*||* = || BRI
Nun sein eine beliebige niitliche Zahl und2* > n. Ware||R"|| < ||R||", so wiirde
1B < ||R™| 1R =" < ||RI|"|R* |
folgen; || R2"~|| = 0 wiirde ramlich
1RI*" = ||R¥|| < [|R"|| |R**~"|| =0,
alsoR = 0 implizieren. Weiter Bnnte man
1B | < ||RI[M|RZ =" < [|RI"|[RI[*~ = [|RI[*

folgern, im Widerspruch zum bereits bewiesenen Teil. Demnach|gitj| > || R||™ und aufgrund von
[|&*[] < [[R[[" auch||R"[| = || R[[". u

Aussage 30
Jeder vom Nullraum verschiedene, links(G)-invariante Teilraum vonK enthalt ein irreduzibles,
selbstadjungiertes, idempotentes Elemet 0.

Beweis:

Wie in (6) sei wiederl, die stetige Fortsetzung der Linksmultiplikation mitauf ganzL?(G). Fur

a € K seila| := sup{||Ua(h)||; h € L3(G), ||h|| = 1}.Ist||U,(h)|| = 0 fur alleh € L?(G) mit
||h|| = 1, insbesonderéif alleh € A(G), so folgt(a, gh*) = (ah,g) = 0 fur alleg, h € A(G). Da die
gh* total in A(G) liegen, ergibt siclu = 0. | | ist also eine Norm auk’; die Ubrigen Normeigenschaften
folgen sofort aus den Normeigenschaften yioll. Wegen||U,(h)|| < ||al| ||h|| fur h € L?(G) (siehe
Aussage 27) gilta| < ||al|.

Ist nunb # 0 ein Element von/, so ist WegenSb*b # 0 und wegenb* € A(G) C L?*(G) auch
b*b € 1. Multipliziert manb*b mit einem geeigneten positiven Skalar, scédirman ein selbstadjungier-
tes Elementz € I mit |a| = 1. Aufgrund von(U,(g),h) = (g,Uq.(h)) = (g,U.(h)) fur beliebige
g,h € L*(G) ist die Abbildungh — U, (h) ein selbstadjungierter Operator alf(G). Nach ) folgt
also|a™| = 1 fur beliebiges: € IN.

Es lsst sich nun beweisen, dd4gs")
chungen

<IN €ine Cauchyfolge ist:# » > m gelten ramlich die Unglei-

a”",a
2n72ma2mH HanH

(a2n7 a2m) (a2n72m 2m 2m)

la

VANV

|a2n72m‘ Ha2mH2

— (a2m, a2m)
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und

—~
IS
[\~
\.3
IS
no
3
~—
|

(a2n—2m n+m n+m)

a ,a

Ja2n=2mam ot

IA A

|a2n—2m| ||an+m||2

— (an+m n—l—m)

,a

— (a2n,a2m)‘
Es ergibt sich alsolir n, m € INmitn > m
1= |a2n|2 < Ha2n||2 — (a2n’a2n) < (a2n,a2m) < (a2m,a2m)‘

Dies zeigt, das$a®",a*"),,.y €ine monoton fallende Folge mit Limeés> 1 ist und dass auBerdem
(a®", a®™) gegen\ strebt, fallsn undm gegenso gehen. Daher giltifr n, m — oo:

Ha2n o a2m||2 — (a2n o CL2m’a2n o a2m)

— (a2n7a2n) . (a2n’a2m) . (a2m’a2n) + (a2ma2m) = 0.

(a®),,ciy ist also eine Cauchyfolge.
Weil K vollstandig ist, existierte’ := lim a?", wobei aus||a®"|| > [a?"| = 1 auch||¢/|| > 1
n—oo

und somite’ # 0 folgt. AuBerdem ist’ als Limes selbstadjungierter Elemente ebenfalls selbstadjun-
giert. Die Beziehung’? = lim a* = lim «®" = ¢ zeigt die ldempotenz vod. SchlieRlich liegt

n—o0 n—oo

¢ = lim a®*? = (lim a®")a? = ¢'a® wegena? € I im links L?(G)-invarianten Unterraund.

n—oo n—oo

Es ist noch mglich, dass’ reduzibel ist. In diesem Fall gibt es zwei orthogonale, selbstadjungierte,
idempotente Elementg, e; € K mitey, es # 0 unde; + e; = €. Dann ist

(e1eg,e162) = (e1,e1€3) = (e1,e1ea) = (€3, e2) = (e1,e2) = 0,

alsoejes = 0 und weitereje’ = e? + ejes = e1. Wegene’ € I liegt daher aucl; (und damit aucles)
in I. Da aber die Beziehunige:||? + [|e2||? = ||€’||* besteht, und daif idempotente Elementg # 0
immer||f|| > 1 erfullt ist, err&lt man durch Fortsetzung des Verfahrens nach endlich vielen Schritten
ein von 0 verschiedenes, irreduzibles, selbstadjungiertes, idempotentes Edement [

Aussage 31
Eine nichtleere TeilmengBvon K ist genau dann ein minimaler, links? (G)-invarianter Teilraum von
K, wennl = Ke mit einem irreduziblen, idempotenten, selbstadjungierten Eleengr von K ist.

Beweis:

Zunachst seil ein minimaler, linksL?(G)-invarianter Teilraum vori. Nach ) besitzf ein irredu-
zibles, selbstadjungiertes, idempotentes Elemaegt 0. Dann ist K e Untervektorraum von, wegen
0 # e = €2 € Ke ungleich dem Nullraum und wegen der Link&{G)-Invarianz vonk (siehe Aussage
) selbst links.2(G)-invariant. Aus der Minimalit von! ergibt sichl = Ke.

Umgekehrt sei nud = Ke, wobeie # 0 ein irreduzibles, selbstadjungiertes, idempotentes Element
von K sein soll. Wie schon im ersten Teil des Beweises gezeigf, gt links L2(G)-invarianter, vom
Nullraum verschiedener Teilraum vdt.
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Zu zeigen ist nur noch die Minimadit vonI: Ist J ein von{0} verschiedener, link&?(G)-invarianter

Unterraum vonZ, so entllt J nach [30) ein selbstadjungiertes, idempotentes Elemeat0. Es sei

e;:=ejundey :=e—e1.Daj e J C I = Keist, gibteseim € K, so dasg = ae ist. Weiter folgt
jer = jej = (ac)e(ac) = (ae)® = j* = j # 0;

somit muss; ungleich 0 sein. AuRerdem ergibt sigh= ae? = ae = j und folgliche; = ej = eje.
Nun zeigen die Beziehungen

el = (eje)" =ej e =eje=ey,
e = (e—e) =€ —ef=e—e1=e,
2 = (eje)j=erj=ej’=ej=e,
8% = (6’—61) _62—6’61—€1€+e%:e—62j—eje+el
= e—ej—ejtej=e—ej=ey,
(er,e2) = (efre—ej) = (e,e —ej?) = (e,ej —ej) =0,

dasse = e + e; eine Reduktion vomr darstellt.

Dace als irreduzibel vorausgesetzt wurde undingleich 0 ist, muss; = e sein. Weilj im links L?(G)-
invarianten Unterraund liegt, kann man au¢ = e; = e¢j € J und aufl = Ke C J schlie3en, also auf
I = J. Damit erweist sicll als minimal. [ ]

Aussage 32
Jeder minimale, link€.?(G)-invariante Teilraum/ von K ist abgeschlossen.

Beweis:

Nach ) existiert ein idempotentesit der Eigenschaff = Ke. Konvergiert nun die Folgéu,.e),,cy
aus/ gegenk € K, so folgt daraus

k= lim aye = lim ape’ = (lim ape)e = ke € Ke.
n—oo n—oo n—oo

Also ist I abgeschlossen. [

Aussage 33
K kannin eine direkte Summe von paarweise orthogonalen, minimalenLi&g-invarianten Teil&u-
men zerlegt werden.

Beweis:

Es seiM die Menge aller Systeme der Fo{m,; » € R}, wobei die zu einer Indexmendegelbrenden
e, paarweise orthogonale, irreduzible, selbstadjungierte, idempotente Elemenke wad ungleich 0
sein sollen. Dak’ nach [27) linksL?(G)-invariant ist, folgt aus[(30), das&1 nicht leer ist. Ist nun

{Sp; p € P} C M eine nichtleere Kette, so gétt auch |J S, zu M, da die Elemente vorJ S,
peP peEP
paarweise orthogonal, irreduzibel, selbstadjungiert, idempotent und ungleich O sidgsEsith also

das Zornsche Lemma anwenden, sodass es eine maximale Nienge € @} in M gibt. Nun sind
die MengenKe, (mit ¢ € Q) gemdR [31) und[(32) minimale, linké?(G)-invariante (abgeschlossene)
Unterdume vonk'. Aus

(a1ep, azeq) = (epeq,ajaz) =0 furaj,ax € K, p#gq
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folgt sogar, dass die TedumeKe, paarweise orthogonal sind.

Jetzt kann gezeigt werden, dass= @ Ke, ist: Ware ramlichJ := @ Ke, eine echte Teilmenge
qeQ q€Q
von K, so ware K & J ein abgeschlossener Unterraum v@hund verschieden vom Nullraum. Nun

ergabe sich, falls die stetige Fortsetzung der Rechtsmultiplikationgrbiéziehungsweisé auf ganz
L*(G) wieder wie in[() mitV; beziehungsweis¥), bezeichnet wird,

(Va(f),h) = (9, Va(f*)) =0 furf e L*(G), ge K& J, h€ J;

J ist namlich links L?(G)-invariant, und es gilt somit},(f*) € J. Da die obige Gleichung die Links-
L?(G)-Invarianz vonK © J beweist, gbe es — wieder naclﬂ30) — ein irreduzibles, selbstadjungiertes,
idempotentes Element+# 0 ausK © J, das zu allere, mit ¢ € @ orthogonal vare. Aus dem Wider-

spruch zur Maximalit von{e,; ¢ € Q} folgtdaherk = J = @ Ke,. n
q€Q

Beweis von Aussade P2:

Nach dem letzten Ergebn33) gyt es zu zeigen, dass jeder minimale, lidkg¢G)-invariante Teil-
raumI von K ein L-irreduzibler, abgeschlossener Teilraum ist. Aus der LihK&S)-Invarianz folgt
sofort die LinksA(G)-Invarianz, das heift dig-Invarianz vonl. AuRerdem ist nach [32) abgeschlos-
sener Unterraum VoA .

Nun seil; # {0} ein echterL-invarianter, abgeschlossener Unterraum ¥oDa die Rechtsmultiplikati-
on mit Elementen auf C A(G) stetig ist, folgt aus der Linkst(G)-Invarianz vonl; die Links-L?(G)-
Invarianz. Dies bedeutet aber einen Widerspruch zur Minigétalin/. I ist folglich L-irreduzibel. m

Gleichzeitig sind damit Aussa@e|11 und 94tz 1, das Thema dieser Arbeit, bewiesen.

Literatur: [9], Seite 46 bis 50
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