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1
F = —gh
59

So lautet die wohl bekannteste Formel fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks. Dabei stehen
die Bezeichnungen g und h fiir die Lénge einer Seite (Grundseite) und die zu dieser Seite
senkrechte Hohe. Die Formel setzt voraus, dass man wenigstens eine der drei Hohen des
Dreiecks kennt — eine Bedingung, die langst nicht immer erfiillt ist.

Sind etwa die Seitenldngen a, b und ¢ gegeben, so wiirde die Anwendung von F' = % gh
erst die mithsame Berechnung einer Dreieckshdhe erfordern. Wesentlich schneller fiihrt
in diesem Fall die sogenannte heronische Formel

F = \/s(s— a)(s —b)(s—c)

zum Ziel. Sie ist benannt nach dem griechischen Mathematiker und Physiker Heron von
Alexandria (etwa 50 bis 100 n. Chr.). Die Variable s, die in der Formel mehrfach vor-
kommt, bedeutet den halben Dreiecksumfang:

a+b+c
2

Im Folgenden soll ein elementargeometrischer Beweis der heronischen Formel ausfiihrlich
dargestellt werden.



1 Grundlagen

Satz 1

Der Flacheninhalt eines Dreiecks ist gleich dem Produkt aus dem halben
Dreiecksumfang und dem Inkreisradius.

Flacheninhalt

b
a, b und c seien die Seitenléngen des Dreiecks. s = w steht fiir die

Hélfte des Dreiecksumfangs, p fiir den Inkreisradius.

Beweis:

Verbindet man jede der drei Ecken mit dem Inkreismittelpunkt I, so wird dadurch das
Dreieck ABC in drei Teildreiecke BCI, CAI und ABI zerlegt. Die Fldcheninhalte dieser
Teildreiecke lassen sich mit der Formel F' = % gh berechnen. Als Grundseite (¢) wéhlt man
jeweils eine Seite des urspriinglichen Dreiecks ABC. Die zugehorige Hohe (h) stimmt dann
mit dem Inkreisradius p iiberein, da eine Kreistangente stets senkrecht zum zugehorigen
Kreisradius steht. Damit ergibt sich:

1
Fgar = 2P

1
Fear = 55/)

1
Fapr = 3P



Fiir den Fliacheninhalt von Dreieck ABC folgt daraus

1 1 1
F = = Zbp 4+ =
2a,0+2 ,0+20p

1
= §P(a+b+c)

= sp.

Satz 2

Fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks gilt:

Flacheninhalt
F=(s—a)pa=(s—b)pp=(s—c)pc

b
a, b und c sind die Bezeichnungen fiir die Seitenldngen. s = atbre

2
bedeutet die Halfte des Dreiecksumfangs. Mit p,, pp und p. sind die An-
kreisradien benannt.

Beweis:

A ¢ RB

Der Flacheninhalt F' des Dreiecks ABC lasst sich ausdriicken durch

F = Fapm, + Fcam, — FeBMm, -

Die drei Flacheninhalte auf der rechten Seite lassen sich jeweils in der Form % gh schrei-
ben, wobei eine der Seiten von Dreieck ABC als Grundseite g genommen wird und der
Ankreisradius p, als Hohe h.



1 1 1
F = 5CPa + §bpa — 30
1
= Spalctb—a)
2
Ist s = atbte der halbe Umfang von Dreieck ABC, so gilt
1 1
§(C+b—a) = 5[(a+b+c) — 2al
a+b+c
= ———a
2
= s—a.

Man erhélt fiir die Dreiecksflache also F' = (s — a)p,. Die beiden anderen Beziehungen
F = (s—b)pp und F = (s — ¢)p. werden auf entsprechende Weise begriindet.

Satz 3

In einem Dreieck ergibt sich die Entfernung einer Ecke vom gemeinsamen
Punkt des Inkreises mit einer benachbarten Seite als Differenz des halben
Dreiecksumfangs und der Lénge der gegeniiberliegenden Seite.

AY =AZ =s—a
BZ=BX=s-b
CX=CY=s—c

b
Die Seitenldngen sind mit a, b und ¢ bezeichnet. s = w ist der

halbe Dreiecksumfang.




Beweis: Bei den gesuchten Entfernungen handelt es sich um die Ladngen von Tan-
gentenabschnitten. Je zwei dieser Abschnitte gehen vom gleichen Punkt aus und sind
daher gleich groft. Es sollen die Abkiirzungen z = AY = AZ, y = BZ = BX und
2 =CX = CY verwendet werden. Aus der Zeichnung erkennt man:

y+z =
z+x = b
r+y = ¢

Durch Addition dieser drei Gleichungen und Division durch 2 erhélt man:

W+2)+(z+z)+(@+y) = a+bdb+c
20 +2y+22 = a+b+c
b
sHy+z = %ﬂzs

Aus dieser Bezichung und den Gleichungen fiir a, b und ¢ folgt mit

x = (zr4+y+z)—(y+z)=s—a
(r+y+z2)—(24+z)=s-0
z = (z4+y+z)—(x4+y)=s—c

die Behauptung.

Satz 4

In einem Dreieck ist die Entfernung einer Ecke vom gemeinsamen Punkt
des gegeniiberliegenden Ankreises mit der Verldngerung einer benachbar-
ten Seite halb so grofs wie der Dreiecksumfang.

AY, =47, =
BZ, = BX; =
CX,=CY, =

s ist wie bisher die Hélfte des Dreiecksumfangs.




Beweis: Wie im Beweis von Satz 3 niitzt man die Gleichheit von Tangentenabschnitten
(AY, = AZ,; BX, = BZ,; CY, = CX,) aus.

AB+BX,=AB+BZ,=AZ,=AY,=AC+CY, = AC + CX, (1)

Da andererseits die Summe aus AB + BX, und AC + C'X, gleich dem Dreiecksumfang
2s ist, miissen beide Rechenausdriicke gleich s sein. Aus (1) geht hervor, dass AZ, und
AY, ebenfalls mit s {ibereinstimmen. Damit ist der erste Teil des Satzes gezeigt. Die
restlichen Behauptungen lassen sich entsprechend beweisen.

2 Die heronische Formel

Satz 5

Fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks mit den Seitenldngen a, b und c gilt:

Flacheninhalt
F=\/s(s—a)(s—b)(s—c)

b
Dabei ist s = % die Hélfte des Dreiecksumfangs.




Beweis:

In der Planfigur sind fiir ein Dreieck ABC der zugehorige Inkreis und ein Ankreis darge-
stellt. Der Inkreismittelpunkt I liegt auf den Winkelhalbierenden der Innenwinkel v und
B. Der Mittelpunkt des gezeichneten Ankreises (M,) liegt auf der Winkelhalbierenden
von « und auf der Halbierungslinie des Nebenwinkels von 3, die zur Winkelhalbierenden
von 3 senkrecht verlauft.

Die beiden Kreise beriihren die Gerade AB in den Punkten Z und Z,. Die von den beiden
Kreismittelpunkten ausgehenden Strecken [IZ] und [M,Z,] sind also senkrecht zu AB und
folglich zueinander parallel. Daher lasst sich der Strahlensatz anwenden.

M,Z,:1Z = AZ,:AZ

Mit den Bezeichnungen p, fiir den Ankreisradius und p fiir den Inkreisradius sowie Ergeb-
nissen aus Satz 3 (AZ = s—a) und Satz 4 (AZ, = s) lisst sich diese Verhéltnisgleichung
umformulieren zu

Pa:p = s:(s—a). (2)

Da diese Gleichung noch zwei Unbekannte (némlich p, und p) enthilt, bendtigt man
eine weitere Gleichung. Zu diesem Zweck zeigt man mithilfe des Ahnlichkeitssatzes WW
(Ubereinstimmung in zwei Winkeln), dass die Dreiecke 1ZB und BZ,M, &dhnlich sind:

XBZI = £ My,Z,B (rechte Winkel)
¥IBZ = ¥BM,Z, (gleich %)

Entsprechende Streckenverhéltnisse in dhnlichen Dreiecken miissen gleich sein. Daher
gilt:



I1Z:7B = BZ,:Z,M,
77:7B - (AZ,— 4B

~—

LM,

Ahnlich wie vorher — unter Beriicksichtigung von ZB = s—b (Satz 3) und AZ, = s (Satz
4) — lédsst sich diese Verhaltnisgleichung schreiben als

p:(s—=b) = (s—c):pqg. (3)

Aus den gewonnenen Gleichungen kann man nun mithilfe von Satz 1 den Flacheninhalt
des Dreiecks ABC ausrechnen. Zweckméfigerweise betrachtet man zuerst das Quadrat
dieses Flacheninhalts.

F? = (sp)>=sp-sp

Aus Formel (2) erhdlt man

sp = pals—a),

aus Formel (3)

(s=b)(s—rc)

p = BZBEZd
Pa

s - s(s—b)(s—c).
Pa

Diese Resultate lassen sich kombinieren zu

F? = sp-sp

A (O
= pal ) 0

= s(s—a)(s—b)(s—c).

Beidseitiges Wurzelziehen liefert schliefslich die Heron-Formel

F = \/s(s —a)(s—b)(s—c).



3 Alternative Beweise

Der in den bisherigen Abschnitten ausgefiihrte Beweis beruht im Wesentlichen auf geo-
metrischen Uberlegungen. Bei den im Folgenden dargestellten Beweisen steht das Rech-
nen im Vordergrund. Zun#chst ist es sinnvoll, einen Hilfssatz zu begriinden.

3.1 Ein Hilfssatz

Satz 6
In einem Dreieck mit den Seitenléngen a, b, ¢ und dem halben Dreiecks-
a+b+c .
umfang s = — gilt:
16s(s —a)(s —b)(s —c) = —a*—0b* =t + 2% + 2a2c% + 2%

Beweis:

Durch Ausmultiplizieren und Verwendung binomischer Formeln kann man zeigen, dass
der Rechenausdruck

(a+b+c)b+c—a)(c+a—-Db)(a+b—c)

mit der rechten Seite der obigen Gleichung iibereinstimmt:

a+b+c)b+c—a)ct+a—b)la+b—rc)
((b+0) +a)((b+0) — a)] [(a+ (c— B))(a — (c— b))]
(b+ )2 - a?] [ — (c — b)?]
(b% + % + 2bc) — a?] [a® — (¢® + b* — 2bc)]
(b? 4 ¢* 4 2bc — a®)(a® — & — b* + 2bc)
= a’b® — b’ — b+ 20%c + a®? — ¢t — b2 + 2bc3
+2a%be — 2bc® — 20%c + 462 — a* + a®? + a®b? — 2a%be
= —a* = bt =+ 2427 + 202 + 243

(
=
[
[

Aus

at+b+c

2s = 2
2

=a+b+c



erhdlt man problemlos

2s—2a = a+b+c—2a=b+c—a
25 — 2b a+b+c—2b=c+a—-0>
2s—2c = a+b+c—2c=a+b-c

und weiter (durch Einsetzen)

25- (25 —2a) - (25 —2b) - (25 —2¢) = —a’ —b* — ¢t + 207V + 203 + 2072,

Ausklammern des Faktors 16 auf der linken Seite ergibt die Behauptung.

3.2 Beweis mithilfe des Satzes von Pythagoras

Der folgende Beweis orientiert sich an der Darstellung von Arndt Briinner in [2|. Dort
wird zunéchst — mithilfe des Satzes von Pythagoras — ein Rechenausdruck fiir die zu einer
Dreiecksseite gehorige Hohe angegeben. Dieses Ergebnis wird in die bekannte Flachenfor-
mel F' = % gh eingesetzt. Durch algebraische Umformungen 1dsst sich nun die Behauptung
F = /s(s —a)(s — b)(s — c) beweisen.

A

B a C

In der Zeichnung teilt die Hohe h das Dreieck beziehungsweise die Grundseite a in zwei
Abschnitte p und ¢. (Es besteht auch die Moglichkeit, dass die Hohe auferhalb des Drei-
ecks verlauft; in diesem Fall miisste man die folgende Rechnung geringfiigig abwandeln.)

Der Satz des Pythagoras léasst sich auf das linke wie auf das rechte Teildreieck anwenden.
Daher kann man das Hohenquadrat h? auf zwei verschiedene Weisen ausdriicken:

P24h? = 2
o= 2 p?
P+ = B
B2 o= B

10



Gleichsetzen ergibt

E_p? = B

Aus der Zeichnung sieht man ¢ = a — p, wodurch die Gréfse g eliminiert wird.

C2_p2 _ b2—(a—p)2
A —p* = b2 —(a® —2ap+p?)
AE—p? = ¥ —d®>+2ap—p?

Durch beidseitige Addition von p? wird diese Gleichung etwas einfacher:

A = v —a®+2ap

p ldsst sich geméaf Pythagoras durch ¢ und h ausdriicken:

A = v —a®+2aVc2—h2

Mithilfe dieser Wurzelgleichung soll jetzt h berechnet werden.

20V c2 —h2 = 2 +a®—b?
S 2+ a2 — b2
- 2a

Beidseitiges Quadrieren liefert:

2_n2 = (¢ +a® - b*)?
4q?

Durch Umstellen folgert man weiter:

(c + a® — b?)?
4a?
5  ctat+ bt 4202 — 20%c? — 2a%b?
a 4a?

Jetzt wird die rechte Seite mit gemeinsamem Nenner geschrieben.

R = -

4a2c® — (c* + a* 4+ b* + 2ac® — 20°c® — 2a%b?)

2
W= 4q2
B 4a2c® — * — a* — b* — 2022 + 2022 + 2a%b?
N 4q?
B —c* —at — bt 4 202 + 2022 + 2a%?
N 4a?

11



Der Zéhler des Bruchs kann durch Anwendung von Satz 6 vereinfacht werden:

16s(s —a)(s —b)(s—¢)

4a?
4s5(s—a)(s—b)(s—c)
2

h? =

a

Zieht man die Quadratwurzel, so erhélt man:

B 2¢/s(s — a)((,zs —b)(s—c¢)

Damit wird die Berechnung der Dreiecksflache ausgesprochen einfach:

= \/s(s —a)(s=0b)(s—c)

3.3 Beweis mithilfe der Trigonometrie

Eine weitere Begriindung ermdglicht die Trigonometrie (siehe [3]). Mit Hilfe von Cosi-
nussatz und ,/ Trigonometrischem Pythagoras“ kann man den Sinuswert des Innenwinkels
a durch a, b und c ausdriicken. Berechnung des Fldcheninhalts geméfs A = lbesina
fithrt zur heronischen Formel. Der in der Originalquelle ziemlich knappe Beweis wird im
Folgenden ausfiihrlicher erlédutert.

Eine der drei Gleichungen des Cosinussatzes lautet:

a’> = b2+ —2bccosa

Lost man nach cos o auf, so ergibt sich:

2bccosa = b2+ — a?

b2 42— g2
cosa = % (4)

Verwendet man nun den ,trigonometrischen Pythagoras®

sin? o + cos?a = 1,

12



so erhélt man aus (4) einen Rechenausdruck fiir sin? o, der von den Seitenléingen a, b
und c abhéingt:

sina = 1—cosa

_ <b2+02—a2>2
2bc
(b + 2 — a2)?
4b%c?
b+ 4 a* + 2022 — 2a2b% — 243
B 4b2c?
4b%2c? — bt — ¢t — a* — 2022 + 202V + 2d% 2
4b2c?
—b* — ¢t — at 4 2022 + 2a%b? + 2% 2
4b2c?

= 1—

=1

Durch Ziehen der Quadratwurzel folgt (unter Beriicksichtigung von sina > 0):

\/ —at — bt — ct + 2022 4 2a2b? + 2a2c2
sinae = % (5)
C

Hier lasst sich der Radikand (also der Rechenausdruck unterhalb der Wurzel) durch
Anwendung des Hilfssatzes (Satz 6) umformen:

\/163(3 —a)(s—=b)(s—c)

sina = e
_ AVs(s—a)(s—b)(s—¢)
2bc
_ 2y/s(s—a)(s —b)(s — )
be

Eine aus der Trigonometrie bekannte Formel fiir die Dreiecksflache ist

F = =bcsina.

Setzt man hier den gefundenen Rechenausdruck fiir sin « ein, so erhélt man durch Kiirzen
die gewiinschte Heron-Formel:

F = 550,2\/5(5—60(5—())(5_6)
2 be

= \/s(s —a)(s—=0b)(s—c)

13



4 Folgerungen

Aus der Heron-Formel gewinnt man mit geringem Rechenaufwand weitere interessante
Ergebnisse.

Satz 7

Der Inkreisradius eines Dreiecks mit den Seitenléngen a, b und c lasst sich
berechnen durch:

Inkreisradius
\/(s —a)(s — b)(s —c)
p =
S
b
s = % ist die Halfte des Dreiecksumfangs.

Beweis: Die Behauptung folgt problemlos aus F' = sp (siehe Satz 1) und der heronischen
Formel (Satz 5):

14



Satz 8

Ankreisradien

a —

P \/s(s —Saz(z —¢)
e — \/s(s —a)(s—0b)

s(s—=b)(s—c¢)

s—a

s§—C

Dreiecksumfang.

a, b und c stehen fiir die Seitenldngen, s =

a+b+c
2

Fiir die Radien der drei Ankreise eines Dreiecks gelten folgende Formeln:

fir den halben

Beweis: Aus Satz 2 und Satz 5 folgt:

F
Vs(s —a)(s —b)(s —c)
\/S(S —a)(s—=b)(s—c)
(s —a)?

s(s—b)(s —c¢)

s—a

Entsprechend erhélt man die Rechenausdriicke fiir pp und p..

Satz 9

Flacheninhalt

F = \/ppapspe

Der Flacheninhalt F' eines Dreiecks ABC lédsst sich folgendermafen durch
den Inkreisradius p und die drei Ankreisradien p,, pp und p. ausdriicken:

15




Beweis: Aus den Sétzen 1 und 2 ergibt sich

E F F F
s s—a s—b s—c¢
F4
s(s—a)(s—b)(s—c)

PPaPbPec =

Vergleicht man den Nenner des letzten Bruches mit der heronischen Formel (Satz 5), so
erkennt man, dass dieser gleich F? ist, und erhilt

PPapope = Tz =F"

Beidseitiges Radizieren beweist nun die Behauptung.
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