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Exponentialfunktionen, trigonometrische Funktionen und Logarithmusfunktionen sind trans-
zendente Funktionen, die im Mathematikunterricht der gymnasialen Oberstufe besprochen
werden. Wenn man Funktionswerte von solchen Funktionen benétigt, greift man iiblicherweise
zum Taschenrechner, meist ohne dariiber nachzudenken, was das Gerat dabei macht. In diesem
Text soll das mathematische Konzept der Taylor-Reihen erldutert werden, das fiir solche
Berechnungen grundlegend ist.



1 Einfiihrendes Beispiel: Die e-Funktion

<Y

Diese Funktion bezeichnet man als natiirliche Exponentialfunktion oder e-Funktion. Statt
e” ist auch die Schreibweise exp(z) Ublich.

Die Zahl e, die hier vorkommt, heilt eulersche Zahl (nach Leonhard Euler, dem wohl be-
deutendsten Mathematiker des 18. Jahrhunderts)®. Ihr Wert ist

e = 2,718281828459045 23536 ... (2)

!Leonhard Euler, Schweizer Mathematiker, geb. 1707 in Basel, gest. 1783 in Sankt Petersburg



Aber was ist denn an dieser seltsamen Funktion natiirlich? Nun, unter anderem die Eigen-
schaft, dass ihre Ableitungsfunktion mit der Ausgangsfunktion iibereinstimmt. Dies gilt auch
fiir sdmtliche hoheren Ableitungen (also die Ableitung der Ableitung, die Ableitung der Ab-
leitung der Ableitung und so weiter).

f@)=f(z) = f"(2) = f"(z) = [D(@) = fO2) = ... = ¢
Wie lassen sich Funktionswerte der e-Funktion berechnen?
Ziel unserer Uberlegungen ist eine Niherungsformel, mit der man Werte der e-Funktion fiir
x ~ 0 berechnen kann. Den Naherungswert fiir das Argument x bezeichne ich mit p(z); der
Grund fiir die Wahl des Buchstabens p wird spater ersichtlich.
1.1 Die primitivste Ndherung

Zunichst machen wir die unrealistische Annahme, dass sich die Funktionswerte iiberhaupt
nicht verdndern. Wir tun so, als hatte die Funktion iiberall den gleichen Wert wie an der
Stelle z = 0.

plz) = 1

Primitive Naherungsformel:

e? ~1 furz~=0

1.2 Eine erste kleine Verbesserung

Zur Verbesserung dieser miserablen Niherungsformel suchen wir jetzt eine Gerade, die in der
N3he von z = 0 mdglichst gut mit dem Graphen der e-Funktion iibereinstimmt. Eine Gerade
wird beschrieben durch eine lineare Funktion mit der Gleichung

p(x) = mz+t.

Der Funktionswert p(0) soll mit f(0) = e = 1 iibereinstimmen, die (erste) Ableitung p’(0)
mit f/(0) =¥ = 1.

Ableitungsfunktion von p:

Durch Einsetzen erhalt man



beziehungsweise

Leicht verbesserte Ndherungsformel:
e’ ~ x+1 firz~0

1.3 Es wird allma3hlich genauer

Es wird Zeit, ein wenig System in die Uberlegungen zu bringen. Zunichst: Wie soll die an-
gestrebte N3herungsformel iiberhaupt aussehen? Die nichstkomplizierteren Funktionstypen
(nach konstanten und linearen Funktionen) waren die quadratischen Funktionen und dann die
kubischen Funktionen. Allgemeiner wird es sinnvoll sein, Polynomfunktionen (auch ganzra-
tionale Funktionen genannt) zu verwenden. Aus diesem Grund wurde die Bezeichnung p(x)
gewahlt.

Ein typisches Beispiel fiir eine Polynomfunktion ist p: @ — 72® + 422 — 3z + 1. Der héchste
vorkommende Exponent (hier 5) heift der Grad des Polynoms. Die Faktoren bei den Potenzen
von z sind die Koeffizienten; sie konnen positiv, negativ oder gleich 0 sein und werden mit
ag, ai, ... bezeichnet (im Beispiel ag = 1, a1 = =3, aa =4, a3 =0, ag = 0 und a5 = 7).
Im Folgenden werden die Potenzen von x immer in aufsteigender Reihenfolge der Exponenten
sortiert. Daher lautet der allgemeine Ansatz fiir die Ndherungsfunktion p:

p(z) = ap+az+asr®+... +a,_ 12" +aua” (3)

Nun miissen die Koeffizienten ag, a1, ..., a, berechnet werden. Nach den bisherigen Uber-
legungen ist schon klar, dass ag = 1 und a; = 1 sein muss. Den letzten Koeffizienten erhlt
man durch die Bedingung, dass an der Stelle z = 0 die n-te Ableitung der Polynomfunktion,
also p(™(0), mit der n-ten Ableitung der e-Funktion, also f(™(0) = ¢” = 1, iibereinstimmen
muss.

Die Bestimmung von p(™(0) ist iiberraschend einfach. Die Summanden im allgemeinen Ansatz
mit Exponenten kleiner als n miissen nicht beriicksichtigt werden, da bei jedem Ableitungsvor-
gang der Exponent um 1 kleiner wird. n-maliges Ableiten fiihrt also dazu, dass der Summand
verschwindet. Der einzige Summand, bei dem es ein wenig zu rechnen gibt, ist der letzte, also
apx™. Zum Differenzieren verwendet man die aus der Schule bekannten Regeln:

s(z) = apa”
s'z) = ap-n-z"1
") = ap-n-(n—1) 2"2
s™@) = ap-n-(n—1)-...-1-2"



Fiir das Produkt n- (n — 1) -...- 1 gibt es die Abkiirzung n! (gesprochen ,n Fakultt"). Der
letzte Faktor z° hat den Wert 1. Also haben wir herausgefunden:

™M) = ap-n! (4)

Weil speziell p(™ (0) gleich f(™(0) = e° = 1 sein soll, haben wir eine ziemlich einfache Formel
fiir den Koeffizienten a,,:

Wenn wir also beispielsweise den Grad n = 5 fiir unsere Polynomfunktion vorgeben, lautet
die Funktionsgleichung

1 1 1 1
— e S S T SR T §
p(e) TEERT T T T
Fiir einige Beispiele soll nun (etwa mit einem Schul-Taschenrechner) unsere Naherungsformel

getestet werden:

T f(z) p(z)

0.1 1,10517092 1,10517092

1 2,71828183 2,71666667
148,41315910 91,41666667

Es stellt sich heraus, dass die Naherung fiir x = 0,1 hervorragend ist, fiir z = 1 ganz ordentlich
und fiir z = 5 katastrophal schlecht.

Die folgende Skizze zeigt, wie sich die Graphen der Naherungspolynome vom Grad 0 (Poly-
nomfunktion pg) bis zum Grad 5 (Polynomfunktion ps) immer besser an den Graphen der
e-Funktion anpassen.
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Wie kann man die N3herungsformel verbessern? Ganz einfach! Man muss den Grad des
N3herungspolynoms erhdhen, am besten auf unendlich!

Formel fiir die e-Funktion:

1 1 1 1
T =1 Sl 4 St et — b+ 5
¢ T T AT gt (5)

Die Piinktchen-Schreibweise ist vielleicht etwas intuitiver, aber Mathematiker schreiben so
etwas lieber mit dem Summensymbol ). Der Rechenausdruck eines einzelnen Summanden
hat die Form %x” wobei n fiir den Exponenten steht, der die Werte 0, 1, 2, ... annehmen
klann. Auch die beiden ersten Summanden passen ins Schema wegen &xo =1-1=1und

ﬂxlzl-x:x.

Formel fiir die e-Funktion in kompakter Schreibweise:




Es gibt nur noch ein , klitzekleines” Problemchen: Die Formel enthalt unendlich viele Summan-
den, die Rechnung kommt — streng genommen — nie zum Ende. In der Mathematik spricht
man hier von einer unendlichen Reihe. Ein wenig Vorsicht ist dabei angebracht. Wahrend
eine Summe mit endlich vielen Summanden immer einen definierten Wert hat, kann es bei
unendlichen Reihen vorkommen, dass die Summe nicht definiert oder auch unendlich ist.
Wenn alles gut geht, sagt man, dass die Reihe gegen einen bestimmten Grenzwert (Limes)
konvergiert.

2 Eine erste Zauberformel: Die Maclaurin-Reihe

Nachdem die Niherung fiir die e-Funktion gefunden ist, stellt sich die Frage, wie man das
Verfahren verallgemeinern kann. Die Werte f(z) einer gegebenen Funktion sollen durch Werte
p(z) einer Polynomfunktion angendhert werden. Der Ansatz fiir eine Polynomfunktion vom
Grad n ist wie bisher

p(x) = ag+arx+ asx® + ...+ ap_12" "+ apa™. (7)
Der Summand ap muss mit dem Funktionswert fiir z = 0, also mit f(0) iibereinstimmen. Fiir
den Index n lautet die entscheidende Bedingung, dass die n-ten Ableitungen an der Stelle
x =0, also p™(0) und f(™(0), gleich sein sollen. Die Gleichung (4) gilt nach wie vor:
p™M0) = ap-n!

Durch Gleichsetzen erhalt man hieraus

an-n! = f(”)(o)
beziehungsweise
(n)
ap = ! (0)
n!
Einsetzen in (7) ergibt:
P 1! 2l T ) nl

Die Qualitat dieser Ndherung hdngt von der Zahl der Summanden ab. Ideal wére eine Summe
mit unendlich vielen Summanden, also eine unendliche Reihe. Damit haben wir eine erste
Zauberformel gefunden:



Zauberformel, erste Version (Maclaurin-Reihe):

PO, SO 10 00

4
1! 2l 30 o T (8)

flz) = [f(0)

Zauberformel, erste Version, in kompakter Schreibweise:

> £(n)
rw) = S Q
n=0 ’

Die Reihe ist benannt nach Colin Maclaurin?.

3 Weitere Beispiele: Sinus- und Kosinusfunktion

3.1 Sinusfunktion

Nach dem Erfolg bei der e-Funktion wenden wir uns der Sinusfunktion zu.
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2Colin Maclaurin, schottischer Mathematiker, geb. 1698 in Kilmodan, gest. 1746 in Edinburgh



Wenn wir die Zauberformel anwenden wollen, bendtigen wir die Ableitungsfunktionen, die
sich fast ebenso leicht ermitteln lassen wie die der e-Funktion.

fl(x) = cosz

f'(x) = —sinz
f"(x) = —cosx
fWz) = sinz
fOz) = cosw

Man sieht, dass sich die Folge der Ableitungsfunktionen alle vier Schritte wiederholt.

Fir die Werte der Ableitungen an der Stelle 2z = 0 folgt:

f(0) = cosO=1
f7(0) = —sin0=0
f"(0) = —cos0=-1
FH0) = sin0=0
FO0) = cos0=1

Die Ableitungen mit geraden Nummern sind alle gleich 0, die Ableitungen mit ungeraden
Nummern nehmen abwechselnd die Werte 1 und —1 an. (Zum Vergleich: Bei der e-Funktion
waren die entsprechenden Ableitungen ohne Ausnahme gleich 1.)

Wir miissen nur noch kurz die Zauberformel (8) anwenden, dann steht das gewiinschte Er-
gebnis da:

Formel fiir die Sinusfunktion:

. 1 3 1 5 1 7 1 9 1 11
R S S _ (11
S P57 T 1207 T 50007 T 3628200 309163000 (11)

Formel fiir die Sinusfunktion in kompakter Schreibweise:

. o = (_1)n 2n+1
sinr = Z mﬂ? (12)
n=0




3.2 Kosinusfunktion

Bei der Kosinusfunktion luft die Rechnung ganz entsprechend wie bei der Sinusfunktion. Das
Ergebnis lautet:

Formel fiir die Kosinusfunktion:

1 1 1
cosz = 1— =24+ —at— —a%+

1 1
2 24 720"

103207~ 3628800

R (13)

Formel fiir die Kosinusfunktion in kompakter Schreibweise:

e}

—1)"
cosT = 7;)((2”;! z? (14)

4 \Wann kann man aufhoren zu rechnen?

Selbstverstindlich ist es nicht moglich, die unendlich vielen Summanden einer unendlichen
Reihe zu addieren. Es ist daher wichtig abschitzen zu kdnnen, wie sich das Abbrechen der
Reihe und damit das Weglassen unendlich vieler Summanden auf das Ergebnis auswirkt.
SchlieBlich macht es einen Unterschied, ob man zehn Summanden addieren muss oder eine
Million. Ein wichtiges Hilfsmittel fiir solche Abschitzungen ist das Lagrange-Restglied?.

Maclaurin-Reihe mit Lagrange-Restglied:

o) = e L0, S0 10
Fm) L, fee)
R e

+ ...+

3Joseph-Louis Lagrange, franzosischer Mathematiker und Astronom, geb. 1736 in Turin, gest. 1813 in
Paris

10



Bis (einschlieBlich) zum Summanden %x" stimmt das mit der bisherigen Zauberformel

tiberein. Die unendlich vielen Summanden danach sind allerdings durch einen einzigen Sum-

FDE) o n
(n+1)!
ein neues Argument £ auftaucht, dessen Wert man nicht kennt. Immerhin weill man, dass &£

zwischen 0 und z liegen muss. Trotz dieser Komplikation ist es hdufig mdglich, das Restglied
nach oben abzuschitzen. Im folgenden Beispiel wird die Vorgehensweise demonstriert.
2

. Das Problem ist, dass hier

manden ersetzt, namlich das Lagrange-Restglied

Beispiel: Wie viele Summanden bendtigt man fiir die Berechnung von e“, wenn der Fehler

kleiner als 1071 sein soll?

FoDE)

—10
(n+1)! < 10

Wegen f("+1)(¢) = ef l3sst sich diese Bedingung umformulieren:

'3
€ n41 —-10
Es wird nun
2
37 X 2n+1 < 10—10
(n+1)!

gefordert. Die neue Bedingung ist schirfer, da aus ihr wegen ef < 3¢ < 32 auch die vorher-
gehende Bedingung folgt. Umgestellt lautet die neue Bedingung:

2n+1 10—10
— <
(n+1)! 9

Durch systematisches Probieren findet man das kleinste n, bei dem diese Ungleichung erfiillt
ist, namlich n = 17. Wenn man also die Maclaurin-Reihe (5) fiir die e-Funktion nach dem

Summanden %m” abbricht, ist der Fehler kleiner als 10~19.

5 Weiteres Beispiel: Die In-Funktion

Etwas komplizierter als bei den bisherigen Beispielen wird es bei der natiirlichen Loga-
rithmus-Funktion, kurz In-Funktion.

flz) = Inx (16)

11
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Um die Zauberformel anwenden zu kdnnen, bendtigt man die Ableitungsfunktionen der In-
Funktion.

fla) = > =a

fll@) = (a7l =—a7?
f(@) = (=227 =227
fP@) = 2(-8)23"1 = 6271
fOz) = —6(—4)z™ "t =2427°

Dies ldsst sich ziemlich problemlos fiir beliebiges n € IN verallgemeinern:

@) = (- - Dt

Trotzdem funktioniert die bisherige Zauberformel (8) dieses Mal nicht. Wir bendtigen ja die
Funktionswerte an der Stelle z = 0. Dummerweise sind aber f(0), f'(0), f”(0) usw. nicht
definiert. Was tun?

Nun, hier hilft eine einfache Verschiebung. Der Graph der Funktion g : x + In(z + 1) sieht
genauso aus wie der Graph der In-Funktion, ist aber um eine Langeneinheit nach links verscho-
ben. Beim Berechnen der Ableitungsfunktionen von g muss man prinzipiell die Kettenregel
beachten, also nachdifferenzieren. Der dabei auftretende Faktor 1 spielt aber im Endeffekt
keine Rolle.

12



Allgemein:

~
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— === =< =
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Einsetzen von z = 0 ergibt nun:

Allgemein:

In(z +1)

1
1= 1)1
o (r+1)

(—DE+1) e l=—(z+1)77
—(=z+1D)> L 1=2(4+1)3
2(=3)(z+1) 3t 1=-6@x+1"

—6(—4)(x+ 1)t 1=24(x+1)7°

= ()" - +1)™"

g(0) = In(0+1)=0
JO) = 0+ =1
J"0) = —(0+1)7*=-1
g"0) = 20+1)3=2
gP0) = —6(0+1)*=-6
gd?0) = 240+1)"° =24
g™ 0) = ()" M n-DIO+1)"

Die Zauberformel liefert:

g9(z)

/ 1" 1 (4)
Q(O)x_i_g (O)mQ_i_g (0)x3+9 (0)x4

9(0) +

0+ +a+

-

1
12

1 2! 3! 4!

_12 23 _64
23: —|—6x—|—24:v —+...
1

1
r— =T +—x3——x4+...

2

3 4

13
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Formel fur die In-Funktion:

1 1 1
In(l14+2z) = m—§m2+§m3—1m4+... fir-1<z <1 (17)

Formel fiir die In-Funktion in kompakter Schreibweise:

> 1\yn-—1
In(l+z) = Z( D) " fir—-l<az<1 (18)
n
n=1

6 Eine verbesserte Zauberformel: Die Taylor-Reihe

Der Trick mit der Verschiebung, der bei der In-Funktion angewandt wurde, ist auch fiir
andere Funktionen sinnvoll. Dies fiihrt zu einer verbesserten, weil allgemeineren Version der
Zauberformel.

Zauberformel, zweite Version (Taylor-Reihe):

f@) = s+ L0 )+ B ap 4 LD gy

(g
f4!()(x—a)4+... (19)

_l’_

Die Zahl a bezeichnet man als die Entwicklungsstelle der Taylor-Reihe.

Zauberformel, zweite Version, in kompakter Schreibweise:

© r(n)(g
f) = 2D ay (20)
n=0

14



Die Reihe ist benannt nach Brook Taylor?.

Taylor-Reihe mit Lagrange-Restglied:

fo) = f@+ L8000+ L ap D8 g

1! 2! 3!
f(n)(a) f(n+1)(§)
(n+ 1)

+ ...+ (x —a)" + (x —a)" ! (21)

n!

¢ ist dabei eine bestimmte (aber meist unbekannte) Zahl zwischen a und x.

Quelle: Friedhelm Erwe, Differential- und Integralrechnung, Band 1 (1972), S. 143

Beispiel In-Funktion:

1 1 1
Inz = (x—l)—5(x—1)2+§(w—1)3—Z(m—l)‘l—i—... fir0 <z <2 (22)

7 Und was steht im Kleingedruckten?

In der Mathematik sollte man immer vorsichtig mit neuen Erkenntnissen sein und sorgfiltig
prifen, unter welchen Voraussetzungen eine Aussage richtig ist. Das gilt auch hier.

Die erste Einschrankung ist ziemlich offensichtlich: Die Zauberformel (also die Taylor-Reihe)
ist nur anwendbar, wenn die gegebene Funktion beliebig oft differenzierbar ist. Bei den ersten
Beispielen, namlich e-Funktion (5), Sinusfunktion (11) und Kosinusfunktion (13) ist diese
Voraussetzung erfiillt. Die angegebenen Reihenentwicklungen fiir diese Funktionen sind tat-
sachlich fiir beliebige x-Werte giiltig.

4Brook Taylor, englischer Mathematiker, geb. 1685 in Edmonton, gest. 1731 in London

15



Ein wenig anders verhilt es sich bei der In-Funktion. Zwar existieren auch hier fiir z > 0 alle
Ableitungen, aber die angegebene Reihe (22) fiir Inz liefert nur fir 0 < = < 2 sinnvolle
Werte. Fiir z > 2 stellt sich heraus, dass die unendliche Reihe keinen Grenzwert besitzt. Ein
solches Verhalten ist durchaus typisch fiir Taylor-Reihen. Es gibt ein sogenanntes Konver-
genzintervall, das auf der Zahlengerade symmetrisch beziiglich der Entwicklungsstelle liegt.
Bei einer Taylor-Reihe mit Entwicklungsstelle a kénnen folgende Falle auftreten:

e Konvergenzradius co: Die Taylor-Reihe konvergiert fiir beliebiges € R. Das Konver-
genzintervall ist | —oo; +o0].
Beispiele: e-Funktion, Sinus- und Kosinusfunktion

e Konvergenzradius r > 0: Die Taylor-Reihe konvergiert fiir [x—a| < r bzw. (gleichwertig)
fira —r < x < a4+ r. Ob die Reihe auch an den Grenzen des Intervalls konvergiert,
hangt vom Einzelfall ab.

Beispiel: In-Funktion (Konvergenzradius 1, Konvergenzintervall ]0; 2[)

e Konvergenzradius 0: Die Taylor-Reihe konvergiert nur fiir z = a.

Es gibt noch eine Komplikation: Selbst dann, wenn die Taylor-Reihe den Konvergenzradius
oo hat, kann es vorkommen, dass der Grenzwert der Reihe fiir ein gegebenes = zwar existiert,
aber nicht mit dem gewiinschten Funktionswert f(x) iibereinstimmt. Standardbeispiel ist die
folgende Funktion:

flz) = e firx #£0 23
(@) 0 firz=0 (23)
Fiir die Ableitungen an der Stelle x = 0 ldsst sich beweisen, dass f(0) = f/(0) = f”(0) =
(0) = f®(0) = ... = 0 gilt. Damit bricht die Zauberformel (8) zusammen und liefert das
Ergebnis f(x) = 0, das fast immer (ndmlich fir « # 0) falsch ist.

Das Konzept der Taylor-Reihe oder allgemeiner das Konzept der Potenzreihe ist ein wichtiges
Hilfsmittel der Analysis. Es wird nicht nur fiir die Berechnung von Funktionswerten eingesetzt,
sondern auch vielfach fiir Beweise. Besonders wichtig sind Potenzreihen in der Funktionen-
theorie, bei der es um Funktionen in der Menge der komplexen Zahlen geht. Auch Lésungen
von Differentialgleichungen, etwa aus der mathematischen Physik, lassen sich oft durch einen
Potenzreihenansatz ermitteln.

Letzte Anderung: 14. Dezember 2023
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